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Die Zahlentheorie, vor hundert und fünfzig Jahren kaum 
erst im Entstehen, ward durch das unvergleichUche Werk 
Gausaischen Geistes, die Disquisitiones arithmeticae, Lipsiae 
1801, mit einem Schlage zu einer fest begründeten Wissen- 
schaft yoQ ungemessenem Umfange. Dieses Werk, lange Jahre 
nur von Wenigen gelesen und, entstellt durch eine unzählige 
Menge sinnstörendsfcer Druckfehler, kaum auch lesbar, bevor 
die Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften von neuem es 
herausgab, steht wohl einzig in seiner Art da, ein wahres 
Riesenwerk in seiner tiefen Gründlichkeit, seiner erschöpfenden 
Vollständigkeit, seinem festen systematischen Aufbau und 
seinem Reichthum an neuen und fruchtbringenden Ideen! 
Wie grossen Reichthum aber es in sich birgt, das haben voll- 
kommen spätere Forschungen erst dargethan. Sieht man ab 
von den analytischen Methoden, durch welche Lejeune-Di- 
richlet gewisse höchst gelegene Gebiete dieser jimgen Wissen- 
schaft erst eröffnet und zugänglich gemacht hat, so darf man 
sagen, Alles, was für dieselbe nach Gauss gewonnen worden 
ist au Zuwachs oder Vertiefung, es ist gewissermassen nur 
der Ausbau des Gebäudes, zu welchem die Disquisitiones 
arithmeticae den Grund gelegt und die Grundlinien gezeichnet, 
nur eine Ausbeutung der Grundgedanken, welche Gauss in 
diesem Werke sowie den anknüpfenden arithmetischen Ab- 
handlungen niedergelegt hat. Dem Verdienste der Forseher 
geschieht damit kein Abbruch, denn es gehörte noch eine 
gewaltige Geistesarbeit dazu, aus jenen Gedanken wie aus 
Keimen die Früchte zu zeitigen, deren Fülle die heutige 
Zahlentheorie in sieh zusammen faest. Durch diese Arbeiten 
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IV Vorrede. 

von Eisenstein und Jacobi, Torzüglich durch Dirichlet'a 
analytische Methoden, dem auch das besondere Verdienst zu- 
kommt, das Gaussische Werk durch seine geistvolle Be- 
leuchtung und Vereinfachung wesentlicher Partieen, wie des 
Beweises des Reciprocitätsgesetzea , der Composition der qua- 
dratischen Formen u. a., dem Verständnisse sehr viel näher 
gebracht zu haben, nach ihm durch Hermifce auf der einen, 
durch Kummer's geniale Untersuchungen auf der andern 
Seite, in neuester Zeit vornehmlich durch die Arbeiten von 
Eronecker und von Dedetind und durch die Bemühungen 
einer grossen Anzahl anderer Forscher ist Inhalt und Umfang 
der heutigen Zahlenfcheorie ein so mächtiger geworden, dass 
es gegenwärtig für den Einzelnen schon nicht mehr leicht ist, 
das gesammte Gebiet dieser Wissenschaft zu umfassen und 
zu beherrschen. 

Unter solchen Umständen wird es ein willkommenes 
Unternehmen genannt werden dürfen , eine Gesammtdar- 
stellung des heutigen Standes dieser Wissenschaft 
zu versuchen. Der Verfasser, von jeher zahlentheoretischen 
Studien vorzugsweise zugewandt, hat es gewagt, mit gegen- 
wärtigem Werke solchen Versuch zu beginnen. Es ist nicht 
seine Absieht, ein Compendium der Zahle ntheorie zu schreiben, 
in das alles und jedes zusammenzudrängen wäre, was bisher 
in Bezug auf diese Wissenschaft erreicht und veröffentlicht 
worden ist; er beabsichtigt vielmehr in einer Reihe von 
Einzeldarstellungen Bilder der einzelnen Hauptgebiete der 
Zahlentheorie zu entwerfen, welche dieselben in ihrem wesent- 
lichen Inhalt und ihren charakteristischen Zügen, in sich ab- 
gerundet, ein- und übersichtlich zu zeichnen und so von den 
hauptsächlichsten Forschungen, durch welche sie gewonnen 
worden sind, Kenntniss zu geben bestimmt sind; wie er vor 
zwanzig Jahren bereits von einem Gebiete ein solches Bild 
in seinem Buche „Die Lehre von der Kreistheiluug u. s. w.", 
wie er glauben darf, nicht ganz ohne Gelingen, gezeichnet hat. 

Das gegenwärtige Werk hat die Elemente der Zahlen- 
theorie zu seinem Gegenstande. Unter diesem Namen darf 
man jetzt wohl alles das zusammenfassen, was Gauss in den 
ersten fünf Abschnitten seiner Disquisitiones behandelt hat. 
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Vorrede. V 

soweit es nicht das Gebiet der binären quadratischen Formen 
üb er ach reitet. So wenigstens hat der Verfasser sieh seine 
Arbeit begrenzt, sodass er von seiner Darstellung alles aus- 
geschlossen hat, was die Vertheilung der Formen in Ge- 
schlechter betrifft, weil der Hauptsatz dieser Theorie, der 
Satz, daas die möglicherweise vorhandenen Geschlechter 
auch wirklich vorhanden sind, sieh nicht aus jenem ele- 
mentaren Gebiete ableiten lässt; indem er von der Ansicht 
ausging, dass diese ganze Theorie vielmehr zur Lehre von 
den ternären quadratischen Formen zu rechnen ist, hat er 
seiner Arbeit mit der Zusammensetzung der quadratischen 
Formen und dem Satze von Schering, welcher alle Classen 
als aus gewissen Kund amental classen zusammensetzbar nach- 
weist, ihr Ziel gesetzt. 

Man könnte vielleicht geneigt sein, solche Neubearbeitung 
der Elemente der Zahlentheorie gegenüber dem vortrefflichen 
Werke von Dedckind: „Vorlesungen von P. G. Lejeune- 
Dirichlet, 3, Aufl., Braunschweig 1879", für ziemlich über- 
flüssig zu halten. Der Verfasser ist jedoch der JMeinung, dass 
seine Arbeit auch neben diesem Werke eine Stellung be- 
haupten, und der Hoffnung, dass sie als eine willkommene 
Ergänzung desselben günstige Aufnahme finden wird. Dem- 
selben Concurrenz zu machen ist sie auf keine Weise gewillt; 
dem Verfasser, der noch das Glück hatte, die Vorlesungen 
von Dirichlet — gemeinsam mit ihrem hochverehrten Heraus- 
geber — selbst zu hören, sind diese Vorlesungen wie ihre Dar- 
stellung in dem Werke von Dedekind stets mustergiitig ge- 
wesen; zudem verbreitet sich dies Werk weit über den Rahmen 
der Elemente der Zahlentheorie hinaus. Aber seiner ganzen 
Entstehung nach begrenzte sieh dasselbe, soviel es auch be- 
mäht war, in den Supplementen Ergänzungen der Dirichlet- 
schen Vorlesungen zu liefern, (abgesehen von dem Abschnitte, 
der Dedekind's eigene Untersuchungen darstellt) gleichwohl 
auf die Resultate der Forschung, welche Dirichlet, und auf 
die Auffassung, in welcher er sie in seinen Vorlesungen vor- 
zutragen pflegte — th eil weise aber selbst schon in seinen 
Abhandlungen durch andere grundsätzlich verschiedene ersetzt 
hat. Der Verfasser hat sich bemüht, in seinem Werke von 
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diesen spälereu Diciclilet'sclien Geaiclitspunkten Nutzen, 
ausserdem aber auch die übrige spätere, die Elemente be- 
treffende Forschung mit in Betracht zu ziehen, soweit ea ge- 
boten schien, sei es, um das Bild dea bisher darin Geförderten 
in wesentlichen Stücken zu vervollständigen, sei es, um nach 
Möglichkeit das Einzelne allgemeinen Gesichtspunkten zu ent- 
nehmen und dadurch die Einsicht m den innigen Zusammen- 
hang des Ganzen zu befördern. 

Ausgehend von dem allgemeinen Zahlenbegriff und den 
elementarsten Regeln der Rechnung entwickeln wir zunächst 
die Sätse über die Theiibarkeit der ganzen Zahlen aus 
einem einfachen Grundgedanken, welcher von Poinaot her- 
rührt.*) 

Die Lehre von den Congruenzen gründet sich so- 
dann wesentlich auf jenen fundamentalen Begriff der Mathe- 
matik, der im Grunde auch schon bei dem Poinsot'schen 
Verfahren zur Geltung kommt, auf den Begriff der Gruppe. 
Man gewinnt aus ihm sowohl die Auflösung der Congruenzen 
ersten Grades, als auch den Fermat'schen Lehrsatz, und, 
nachdem der allgemeine Gruppensatz hergeleitet ist, welchen 
Kronecker in den Monatsber. d. Berliner Akademie v. J. 
1870 gegeben hat, auch die Beantwortung der Frage, für 
welche Moduln primitive Wurzeln vorhanden sind. 

In der Lehre von den quadratischen Resten geben 
wir gelegentlich dea ßeciprocitätsgesetzes einen geschicht- 
lichen ßiickbhck auf seine Erfindung und Begründung, sowie 
eine kurze Charakteristik seiner verschiedenen Beweise, und 
nehmen sodann, indem wir auf den ersten Gaussischen Be- 
weis nur verweisen, das Lemma des dritten Beweises und 
seine Verallgemeinerung zum Mittelpunkte der Betrachtung, 
theilen zuerst den Zelier'achen Beweis mit und bringen dar- 
auf die betreffenden Arbeiten von Schering und von Kron- 
ecker in ihrem innerii Zuaammenhange zur Darstellung. 

Die Theorie der quadratischen Formen, welche wir 
grosserer Einfachheit wegen auf die au'ischliessliehp Betrich- 



*) Poinsot, i-öüexiciiiB le i ucies fonian enta x de I Um 
dea nombres, in LioiiviU Jou al de mathömat que to e X 
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VoiTede. VII 

tnng der eigentlich pvimitivun Formen bescliräukenj grÜMdeii 
wir durchweg auf die Darstellung einer Zahl durch eine qua- 
dratische Form, wodurch es möglieh wird, der algebraischen 
Theorie der Transformation als Hilfsmittel gänzlich zu ent- 
gehen und alleb aui einum einheitlichen Gesichtspunkte zu 
entwickeln, dei sich his zur Lehre Yon der Zusammonsetzimg 
der Formenelabsen hm geltend macht. Nachdem so die Theorie 
der quadratischen Formen bis zum Begriff eines Formensystems 
hin entwickelt ist, betrachten wir als besonderen Fall das 
Formensystem der Determinante — 1 d, i. die Form 'j? -J- y^. 
Der Begriff entgegengesetzter Formen führt zu den Ambigen, 
unter denen die Hauptform die vornehmste ist, und diese zu 
den Sätzen über die Composition der Formen, welche mit dem 
aus dem Kronecker'schen Gruppensatze unmittelbar her- 
fiio SS enden Satze von den Fundamentalclassen ihren natur- 
gemässen Abschluss finden. Als eine einfache Anwendung 
dieses Hauptsatzes fügen wir Kummer's zweiten Beweis des 
Reciprocitätsgesetzes an, womit uns eine geeignete Abrundung 
des ganzen Werkes erzielt zu sein scheint. 

Möge das Werk unter den Freunden der Zalilentheorie 
eine willkommene Aufnahme, sowie freundliche Nachsicht 
finden, um den Verfasser bei der weiteren Ausführung seines 
Unternehmens zu ermuthigen! 

Weimar, den 20. Mai 1892. 
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Einleitung. 

1. Gegenstand der Zahleiitheorie ist die ganze Zahl, 
der elementarste und zngleicli abstrakteste Begriff der gaiiKen 
Mathematik. 

Dieser Begriff liiuigt aufs engste ziisanimen mit dem der 
Ordnung, genauer mit dem der Folge, — Wir verstehen 
vmter eiiiom Einzelding jedes Objekt einer Vorstellung, 
Der Vorstellungsakt aber ist der Erneuerung fähig und giebt 
uns dann ein in der Vorstellung von jenem Einzeldinge ge- 
trenntes, unterschiedenes Einzelding. Nennen wir nun 
Gesammtvorstellung eiue solche Vorstellung, welche uns 
entsteht, indem wir eine Folge von Vorstellungen zusammen- 
fassen, so ist das Objekt der Gesammtvorstellung die Mehr- 
heit der den letzteren entsprechenden Objekte der Einzel- 
dinge, die wir in der Gesammtvorstellung verlcnöpfen. Darch 
welche Besonderheiten immer die Objekte der Einzel vor Stel- 
lungen sonst auch von einander verschieden sein mögen, wir 
können von ihnen völlig absehen, wir können Männer, 
Frauen, Knaben und Mädchen unter dem gemeinsamen Be- 
griffe Mensch, desgleichen Menschen und allerlei Thiere unter 
dem allgemeineren Begriffe lebender Wesen zusammenfassen 
u. s. w.; schliesslich unterscheiden sie sich doch immer noch 
aber auch ganz allein nur noch dadurch, dass sie mehrere 
Einzeldinge d. h. in unserer Vorstellung getrennt, von ein- 
ander iiuterschieden sind. Bei sovreit geführter Abstraktion 
nennen wir dann das Einzelding eine Einheit, und die 
Mehrheit, das Objekt der Gesammtvorstellung, eine Vielheit. 

Einheiten sind also an sich unterschiedslos, sie unter- 
scheiden sich nur noch durch die Stelle in der Aufein- 
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2 Einleitung. 

anderfolge, in welcher wir sie in unsere Vorstellung auf- 
nehmen, und welche wir bestimmen oder „markiren" dadurch, 
dass wir ihnen bestimmte Merkzeichen beliebiger Art, 
z. B, die gewohnten Zeichen 
(1) 1, 2, 3, 4, 5, . . . 

beilegen, sie also als erste, zweite, dritte Stelle n. s. w. 
kennzeichnen. Das Zeichen, weiches einer bestimmten Stelle 
entspricht, nennen wir ihre Ordnungszahl; da der Vor- 
Stellungsakt immer wieder erneuert werden kann, ist die Reihe 
der Einzelvorstellungen rmA somit auch die Reihe der Ord- 
nungszahlen durchaus unbegrenzt. 

Wenn wir so für die Einheiten, aus welchen eine Vielheit 
besteht, durch Zuordnung der aufeinanderfolgenden Ordnungs- 
zahlen die Stellen kennzeichnen, welche sie in der Folge, in 
der wir sie auffassen, einnehmen, so sagen wir: wir zählen 
die Einheiten, welche die Vielheit bilden, ab. Hierbei 
wird die Reihe der aufeinanderfolgenden Ordnungszahlen in 
bestimmtem Umfange zur Verwendung kommen. Ist a die 
letzte Ordnungszahl, welche zur Verwendung kommt, muss 
man bis a zählen, um alle Einheiten zu erschöpfen, so heisst 
a die Anzahl der Einheiten, aus denen die Vielheit besteht. 

Anzahl — kürzer: Zahl, ganze Zahl — ist also 
der Umfang der Merkzeichen (der Ordnungszahlen), 
deren man bedarf, um sämmtliche Einheiten, aus 
denen eine bestimmte Vielheit besteht, zu unter- 
scheiden. 

2. Die Thäfcigkeifc, durch welche wir eme Folge von 
Ein zelvor Stellungen zu einer Gesaramtvorstellung verknüpfen, 
kann wieder als ein besonderer, einziger ALt lufaefiSft 
werden; eine Folge solcher Akte lässt uns dabei, wie vorbei 
Einzeldinge, jetzt Vielheiten Ä, B, C, unteischeiden 

Denkt man sich nun die Einheiten, aus denen i und aus 
denen Jß besteht, gleichzeitig abgezihlt, d b je eine Ein 
heit aus A und J5 jedesmal derselben Oidnungszalil zu 
geordnet, so sind zwei Fälle möglich entwedei erschopkn 
sieb beide Vielheiten A, B gleichzeitig, d h die letzte der 
verwendeten Ordnungszahlen ist für beide dieselbe, oder nicht. 
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Einleitung. 3 

Im erstem l^alle ist die Anzalil der Einheiten, aus denen A 
bestellt, gleich derjenigen, aus denen H besteht, im andern 
Falle ist jene von dieser Terschioden. 

Hierbei ist aber die Bemerkung wesentlich, dass 
die Anzahl der Einheiten, aus denen eine Vielheit 
besteht, ganz unabhängig davon ist, in welcher 
Keihenfolge diese Einheiten geordnet gedacht, d. h. 
in unsere "Vorstellung aufgenommen werden. In der 
That ist die Vielheit selbst von dieser Reihenfolge unab- 
hängig.*) Denn die Einheiten, aus denen sie besteht, sind, 
wie bemerkt, an sich unterschiedslos und erst verschieden 
durch die Stelle in der Reihe, in welcher wir sie allmählich 
«ur Vielheit verknüpfen; wenn wir demnach hierbei an die 
Stelle einer Einheit eine andere setzen, so unterscheidet 
sich jetzt diese in nichts mehr von der vorigen, und die Ver- 
knüpfung der nun dort stehenden mit den vorangehenden 
mu88 dasselbe Resultat geben, wie zuvor. — Zwei Vielheiten 
also sind identisch, wenn eine aus der andern durch eine 
Vertausehung in der Reihenfolge der Einheiten entsteht. Eine 
- Vielheit abzählen hiess aber, ihren Einheiten die Reihe der 
Ordnungszahlen beilegen oder sie diesen zuordnen; solche 
Operation an identischen Vielheiten ausgeführt, muss noth- 
wendig Identisches, insbesondere also auch denselben Umfang 
der Ordnungszahlen, deren man bedarf, d. h. dieselbe Anzahl 
der Einheiten ergeben. 

Diesem zufolge ist es also die Anzahl und sie allein, 
welche eiue Vielheit zu einer bestimmten macht, durch 
welche mit andern Worten eine Vielheit von einer andern 
verschieden ist. In der Reihe (1), der sogenannten 
natürlichen Zahlenreihe, heisst jede Zahl — und ent- 
sprechend die durch sie ausgedrückte Anzahl — grösser als 
jede der ihr voraufgehenden, kleiner als jede der ihr folgenden 
Zahlen; insbesondere heisst von zwei darin aufeinanderfolgenden 
Zahlen die voraufgehende um eine Einheit kleiner als die 
folgende, diese um eine Einheit grösser als jene. 



*) Anders wäre dies bei einei' lieliebigen Metrlieit von Objekten 
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Werden den Einlieiten in einer Vielheit A gieiehartige 
Objekte irgend welcher Natur oder Benennung substituirt, 
so wird dadurch die Anzahl a nicht verändert, denn diese 
gewinnt man dem Gesagten zufolge erst dadurch, dass man 
von jeder solchen besonderen Beschaffenheit der Objekte ab- 
sieht. Die Vielheit aber geht dabei in eine benannte 
Vielheit über, die niclit mehr durch die Anzahl der Elemente 
allein, sondern auch durch ihre Benennung bestimmt ist.*) 

3. Rechnen heisst: mehrere Zahlen zu einer neuen 
Zahl nach bestimmten Gesetzen verknüpfen. Die Ent- 
wicklung dieser Gesetze, der sogenannten Eeehnungsregeln, 
ist nun zwar nicht sowohl Sache der Zahlentheorie, als viel- 
mehr der gemeinen Arithmetik; da jedoch jene im wesentlichen 
auf ihnen beruht, so wollen wir hier wenigstens soviel Ober 
die fundamentalen Rechnungen voran schicken, als uns princi- 
piell von Wichtigkeit dünkt. 

Denken wir uns eine Vielheit A von a Einheiten, und 
eine andere Vielheit A' von a Einheiten, so bilden sie zu- 
sammen eine Vielheit S, bei welcher die Anzahl b der Ein- 
heiten nach der in voriger Nuuimer gemachten wesentlichen 
Bemerkung dieselbe ist, ob wir B aus A und A' oder aus 
A' und A zusammengesetzt denken. Wird daher h die 
Summe der beiden Zahlen oder Summanden a, a genannt, 
in Zeichen: h = a -\~ a', so ist b auch die Summe von a', a, 
in Zeichen: i = ß' + a, und man erhält die Gleichheit: 
(2) a + a=a'^a, 

d. h. den Sat?,: die Summe ist von der Anordnung der 
Summanden unabhängig. Man nennt die Thätigkeit, 
durch welche zwei Zahlen zu ihrer Summe verknüpft werden, 
Addition, und drückt die eben bewiesene Eigenschaft der- 
selben aus, indem man sagt: die Addition sei commu- 
tativ. — Die Bildung jeder Zahl der natürlichen Zahlenreihe 
besteht hiernach offenbar darin, dass die vorhergehende Zahl 
mit einer Einheit durch Addition verknüpft wird. 



•) Vgl. zu diesem Abschnitte Kronecker, über den Zahleiibegriff, 
L .Touraal f. d. reitie und angew. Mathematik, Bil. 101 p. 337. 
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Denkt man sich ferner eine Vielheit A von a Einheiten, 
eine Vielheit A' von «', eine Vielheit A!' von a" Einheiten, 
so werden sie zusammen eine Vielheit G bilden, welche aus 
c Einheiten bestehe. Man bezeichne die aus A, A' zusammen- 
gesetzte Vielheit wieder mit JS, mit 6 die Anzahl ihrer Ein- 
heiten, die aus A' , A" zusammengesetzt« Vielheit mit H' und 
mit 6' die Anzahl ihrer Einheiten; dann ist & = a + «', 
'b'=a'-\-a". Nun kann man G sowohl zusammengesetzt 
ansehen aus B und A" , als auch aus A und Ji' , wovon die 
Anzahl c nicht berührt wird; iolglich wird sowohl 

, = (a + »') + «" 
als auch 

c = ra + ((i' + ö"), 
also 

(2.) (<. + »•) + »"-.« + («■ + <.-) 

sein. In dieser Gleichung spricht sich eine zweite charakte- 
ristische Eigenschaft der Addition aus, um derentwillen sie 
associativ heisst. 

Aus beiden Eigenschaften zusammen ergiebfc sich, dass 
man dieselbe Zahl c auch noch auf folgende Weisen bilden 
kann: 

,■ = (tt'-f- a) + a" = a'+ (ci + a") 

c = fl + (a"+ o') = (a + a") + a 

c = a"+ {a 4- «■) -= (a"+ a) + a' 

c = a" -{- {a + a) == (»"+ a) + a 

<; = «■+(«"+«) = («'+«") + '», 

d. h. man erhält dieselbe Zahl, wie man auch von den drei 

Zahlen «, a, a" zuerst zwei mit einander und dann die so 

entstehende Zahl mit der dritten durch Addition verknüpft. 

Man nennt die Zahl c die Summe der drei Zaiilen a, a , a" 

und schreibt einfach 

c = « -f- n'+ '^"■ 
Durch Verallgemeinerung findet mau so den folgenden 
Satz: Um n Zahlen 

a^, Og, . . . ün 
zu addiren, hat man zwei beliebige von ihnen zu addiren, in 
der so entstehenden Reihe von y — 1 Zahlen wieder irgend 
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zwei, in der uüii eiitstundenen Kcilie von n-—-2 Zahlen wieder 
irgend uwei u. s. i'., bis die neu entstandene Iteihe nur eine 
Zahl noch onthiüt; tiiese ist von der Art iiiid Weise, wie die 
einzelnen Additionen ausgewählt werden, unabhängig und wird 
die Summe der n Zahlen genannt, in Zeichen: 
<*! + % + ■■■ + tf«- 

Die Summe zweier oder mehrerer Zahlen ist grösser alw 
jede einzelne derselben. Denn nach (2 a) findet man die 
Gleichungen: 

(<■ + 2) _ (a + 1) + 1 

(o + 3) - (a + 2) + 1 

u. s. f., welche lehren, dass a -\- h grösser ist, als jede der in 

der natürlichen Eeihe voraufgebenden Zahlen, also auch als a. 

4. Die Umkehnmg der Addition ist die Subtraktion. 
Wenn jene nämlich zwei Zahlen a, 6 in bestimmter Weise zu 
einer dritten Zahl c, ihrer Summe, verknüpft, so verknüpft 
die Subtraktion die Zahl c so mit einer jener Zalileu, etwa 
mit 6, dass die andere a entsteht; sie ist also eine solche 
Verknüpfung zweier verschiedener Zahlen c, b, dass die 
entstehende Zahl a, mit der kleineren & von jenen additiv 
verknüpft, die grössere c derselben zur Summe hat, oder — 
kürzer gesagt — um b vermehrt gleich c wird. Diese Be- 
ziehung schreibt man folgendermassen: 

und nennt c den Minuendus, b den Subtrahendus, a die 
Differenz. Die Differenz zweier verschiedenen Zahlen ist 
demnach eine dritte Zahl, die, um die kleinere von jenen ver- 
mehrt, die grössere ergiebt. Man findet sie offenbar, indem 
man von c snccessive i Einheiten fortnimmt. 

Einen wesentlichen Unterschied zeigt die umgekehrte 
Operation, die Subtraktion, vor der direkten Operation, der 
Addition, insofern als diese stets ausführbar ist, wie beschaffen 
die Zahlen, welche verknüpft werden sollen, auch sind, während 
jene nur dann ausgeführt werden kann, d, h, nur dann eine 
Zahl der natürhchen Zahlenreihe hervorbringt, wenn der 
Minuendus grösser ist als der Subtrahendus. Das Zeichen 
c — b hat also von vornherein keinen Sinn, ivenn c < 6 ist. 
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Emtatnn.? 7 

( leichftoiil Liuii mau iulIi iü diesem Falle eiueu bestimmtea 
Sinn damit verbindtn Statt nimluh die Differenz c ^ 6 an 
sicli zu betrachten uud ^le umnogliche Forderung zu stellen, 
da^b erst c Einheiten gusetzt und davon i Einheiten weg- 
genommen werden sollen, können wu das Zeichen c — 6 auch 
bo deuten da'is erst c imbeiten iddiit und dann 6 Einheiten 
weggenommen weiden sollen bo hit das Zeichen c ^ b eine 
reale Bedeutung zwar nur in Verbindung mit einer andern 
schon vorausgesetzten Zahl, etwa j», mit welcher die Zahlen 

c, b in der angegebenen Weise Verknüpft werden aollen, es 
hat dann aber auch wirklieh eine reale Bedeutung, da ja die 
Zahl y hinreichend gross gedacht werden kann, dass die 
angegebenen Operationen sich daran ausführen lassen. 

Wir definiren also die Differenz c — h, präciaer die 
Addition derselben, in dem Falle, wo(;<&ist, durch die 
Gleichung; 
(3) y + (<,-S)_(y + c)„i,. 

Diese Gleichung besteht von selbst in dem Falle, wo c > h. 
Denn, setzt man 

(i) (y + c)-b = a, 

also y -\- c = a -\- b, ao ergiebt sich, wenn c > 6 also 
c — ö = 6' eine bestimmte Zahl ist, 
c = & + &' 
und 

(y + r) + h = a + h, 
also 

y -{- h' :^= a, 

d, i. die Gleichung (3). 

Man findet dagegen, wenn J > <; und demnach b — c = &' 
eine bestimmte Zahl, also b=^b'-\-c ist, aus derselben Glei- 
chung (4) folgendes Resultat: 

y + c-.(a + l,') + c, 
also y ^ a -{- b', y — &'= a, d. h. 
(5) ,-(S-c) = (, + .) -6. 

Die Vergleichung der Formeln (3) und (5) lehrt offenbar, dasa 
in dem Falle, wo e < i ist, die Addition der Differenz c — b 
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zu y mit der Wegnahme vou h ~^ c Einheiten von y gleiuli- 
becleutend ist, was wir ausdrücken wollen durch die Formel: 
(6a) -\-(c — l,)^ ~(i — c), 

wenn c < 6 ist. 

Diese Beziehung gewannen wir, indem wir die Gleichung (3), 
welche für c > i von selbst erfüllt ist, im Fa,lle c < 6 be- 
nutzten, um die Addition der Differenz c — ?i zu definiren, 
lind indem wir sie darauf mit der für diesen Fall geltenden 
Gleichung (5) verglichen. Verfahren wir umgekehrt, benutzen 
also die Gleichung (5), welche für c < 6 von selbst erfüllt ist, 
im entgegengesetzten Falle c>&, um die Wegnahme der 
Differenz h ^ o zu definiren, so lehrt ihre Vergleichung 
mit der in diesem Falle von selbst bestehenden Gleichung (3), 
dass die Subtraktion der Differenz 6 — c von y mit der 
Addition von c — b Einheiten zu y gleichbedeutend ist, was 
wir ausdrücken durch die Formel: 

-(6-£) = + (<:-6), 
wenn c > & ist, oder, bei Vertauschung der Zeichen b, c: 
(6b) - (c — ;i) = + (6-c), 

wenn c < 6 ist. 

Die Formeln (6a) und (6b) definiren, wie man die Itecli- 
nung mit Differenzen, deren Minuendus kleiner ist als der 
Subtrahendus, auf die Rechnung mit gewöhnliehen Differenzen, 
bei denen das Umgekehrte der Fall ist, zurückzuführen hat, 

5. Unterscheiden wir nun — eine Unterscheidung, die 
freilich keinen Sinn hat, solange wir die Einheiten als für 
sich existirend ansehen, die wir aber wohl machen dürfen, 
wenn wir dieselben nur bezüglich der Operationen betrachten, 
die wir mit ihnen ausführen sollen — zwischen positiven 
Einheiten, welche zu addiren sind, und negativen d, i. weg- 
zunehmenden Einheiten, so dürfen wir die Wegnahme von 
J) — c Einheiten auch als Addition von ebensoviel wegzu- 
nehmenden oder negativen Einheiten auffassen. Man pflegt 
in solcher Meinung daher eine Differenz c — b, bei welcher 
c<6 ist, eine negative Zahl und t — c ihren Zahlen- 
oder Absolut wert h zu nennen. Nach den Kegeln (6 a) und (6 b) 
kommt die Addition bezw. Subtraktion einer negativen Zahl 
auf die Subtraktion bezw. Addition ihres Zahlenwerthes zurück. 
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Ist der Zalileiiwerth ö — c '=^ rf, so sclii'cibt man 
die negative Zahl c — i = — d. Man rauss sich dabei 
aber stets gegenwärtig halten, dasa solche negative Zahl an 
sich eigentlich keine Bedeutung hat*), sondern nur in Ver- 
bindung mit andern Zahlen, mit welchen sie durch Addi- 
tion oder Subtraktion verknüpft werden soll. 

Dann erkennt man z. B. die Richtigkeit folgender 
Gleichung; 

(7) o + (S-»)-(6-c) + o. 

Diese ist selbstverständlich, wenn b — c eine positive Zahl 
ist. Ist aber h — c = — d eine negative Zahl, d. h. c — J> = d 
eine positive Zahl, so haben beide Seiten der behaupteten 
Gleichheit nur dann einen stets realen Sinn, wenn die an- 
gedeuteten Operationen an eine bereits vorhandene hinreichend 
grosse Zahl ;■ angeknüpft werden, sodass die zu beweisende 
Formel identisch ist mit der folgenden: 

j- + (a — fO = (r — <^) + «■ 
Die linke Seite ist zunächst nach (3) gleich (j" + a) — d, wo- 
für auch (o + y) — ä, also wieder nach (3) auch »-{-{y — d) 
gesetzt werden kann, was in der That, da y so gross zu 
denken ist, dass y — d eine positive Zahl ist, mit {y — d) -{- a 
identisch ist. 

Zwischen den beiden Fällen c > 6 und c < 6 liegt der 
Fall, in welchem b, c einander gleich sind. Die Diöeienz 
t — c ist nun zwar jederzeit insofern ausführbai, als man 
sicher erst c Einheiten setzen und sie dann wieder wegnehmen 
kann, doch ist das Resultat eigentlich keine Zahl, man kann 
aber jenes Zeichen auch ähnlich verwenden wie das Zeichen 
der Diiferenz c — i im Falle c < (*, nämlich in Verbindung 
mit einer bereits vorhandenen Zahl ;', um auszudrücken, 
dass zu dieser Zahl erst c Einheiten addirt, dann ebensoviel 
weggenommen werden sollen, wodurch dann y gar keine 
Aenderung erleidet. Offenbar gilt hier die (7) entsprechende 
Gleichung 
{7a) c — c ^ — c -\- c. 

*) Von jeder etwa möglichen Beziehung oder Anwcnduag düi- 
selben auf reale Objekte wird hier abgesehen. 
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Ebenso nun, wie man die Differenz c — 6 im Falle c < J ala 
eine Zahl bezeichnet, indem man aie eine negative Zahl nenntj 
so fasst man der Gleichförmigkeit wegen auch die Differenz 
c — c als eine Zahl auf und nennt sie Null; 
(j — c = — c-J-c^O. 

So einfach diese Einführung der Zahl Null auch acheint, 
so ausserordentlich folgenreich ist sie gewesen und kann 
geradezu als einer der grössten Fortschritte bezeichnet werden, 
welchen die Arithmetik gemacht hat. 

Ist 'h — c^ä eine positive Zahl, so ist offenbar auch 
(ö + 1) — (c + 1) = ä, also 

(& + l) — c = <:?-[- 1. 
Dann ist, unter y eine hinreichend grosse Zahl verstanden, 
nach (5) und (3) 

)■-«= 7 + («--*) . 
und 

y-(Ä+i)-r + l«-(s + i)J. 

Hieraus folgen allmählich die Gleichheiten: 

[y _ (^ + 1)] + 1 = (j. + [c -.(& + 1)]) + 1 

= [j, + e ^ (i + 1)] + 1 = 1 + [y + c - (i + 1)] 
= (1 + y + c) ~ (^ + 1) = (j- + ^} - * 
= y-\-{c—l) = y — d. 
Diese Gleichheit sagt den Satz aus: Verknüpft man mit der 
Zahl y durch Addition zuerst die negative Zahl — {ä + 1) 
und dann die Einheit, so gilt dies der additiven Verknüpfung 
der negativen Zahl — d mit der Zahl y völlig gleich. In 
diesem Sinne darf man sagen: die negative Zahl — ü sei 
die additive Verknüpfung der negativen Zahl ~ (rf-j- 1) 
mit der Einheit, in Zeichen: 

Hieraus ergiebt sich die Grössenordnung der negativen Zahlen, 
und man gewinnt bei ihrer Zulassung statt der natürlichen 
Zahlenreihe jetzt die umfassendere: 

. , . _ 5^ _ 4^ _ 3^ _ 2, — 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . 
welche nach beiden Seiten hin unbegrenzt ist und allen Unter- 
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siLcliuugen über gauKe Zahlen zu Grimde liegt. Die all- 
gemeinen Eigeiischafteu dieser ganzen Zahlen zu ent- 
wickeln ist die Aufgabe der Zahlentheorie. 

6, Neben den Operationen der Addition und Subtraktion 
haben wir noch drittens die Multiplikation zu bespreeheu. 
Denken wir uns eine Vielheit A von a Einheiten, ersetzen 
aber jede dieser Einheiten durch eine Vielheit B von 6 Ein- 
heiten, sodass Ä zu einer gewissen benannten Vielheit wird, 
wenn sie aus den gleichartigen Objekten B zusammengesetzt 
gedacht wird. Da aber jedes B selbst eine Verknüpfung von 
b Einheiten ist, wird offenbar die benannte Vielheit A auch 
als eine Verknüpfung von Einheiten auf'gefasst werden können, 
und es entsteht dann die Aufgabe, die Anzahl ihrer Einheiten 
zu bestimmen. Offenbar wird diese Aufgabe gelöst durch 
Addition der a Zahlen h, d. i. durch die aus a Summanden 
bestehende Summe 

S + S + 1 + ... + 6. 
Man nennt solche Summe das Produkt der Zahlen a und 
h, bezeichnet dasselbe durch das Zeichen a ■ h, kürzer ah, in 
Worten a mal &, und nennt a den Multiplikator, & den 
Multiplikandus. Jene Summe entsteht ersichtlich aus der 
Zahl ö auf dieselbe Weise, wie die Zahl a aus der Einheit, 
und demnach kann man deftniren: das Produkt zweier 
Zahlen, ah, ist eine dritte Zahl, welche aus dem 
Multiplikandus h auf dieselbe Weise entsteht, wie 
der Multiplikator a aus der Einheit. 

Um nun, wie bei der Addition, die operativen Eigen- 
schaften der Multiplikation aufzustellen, bedienen wir uns — 
nur grösserer Anschaulichkeit wegen — der räumlichen 
Vorstellung. Denken wir uns die Einheit «mal in eine 
Horizontalreihe gesetzt und 6 solcher Horizoutalreihen, sodass 
wir ein rechteckiges Schema erhalten, wie folgt: 
(1, 1, 1, ... 1 
, I, 1, 1, ... 1 
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Dasselbe kÖuuen wir süwob! ans h Horizoiitalreihe« oder 

Vielheiten von je a Einheiten, als aueh aus a Vertikalreiheii 

oder Vielheiten von je 6 Einheiten bestehend denken. Im 

ersteren Falle enthält es, der Definition des Produktes gemäss, 

ha, im zweiten Falle ab Einheiten, während doch die Anzahl 

der überhaupt vorhandenen von der Reihenfolge in unserer 

Auffassung unabhängig sein muss. Man findet daher die 

Gleichung 

(8) al} = ba, 

d. b. die Multiplikation ist commutativ. 

Weil hiernach Multiplikator und Multiplikandus vertauscht 
werden können, so bezeichnet man die Zahlen, welche das 
Produkt bilden, mit indifferentem Namen als Faktoren des- 
selben. 

Nun wollen wir uns c solcher Rechtecke wie das obige 
über einander denken, sodass sie gewissermassen Schichten 
eines rechtwinkligen Parallelepipeds bilden. Jede horizontale 
Schicht desselben enthält eine Vielheit von ah Einheiten, und 
da es c solcher Schichten gieht, enthält das Parallelepiped 
ciaV) = c(bd) Einheiten. Man kann es aber auch aus verti- 
kalen Schichten zusammensetzen, und zwar in zwiefacher Rich- 
tung: von vom nach hinten, und iu seitlichem Sinne. Jede 
jeuer Schichten ist eine Vielheit von ca Einheiten und ihre 
Anzahl ist 1)\ jede der Schichten der seitlichen Richtung ist 
eine Vielheit von cb Einheiten und ihre Anzahl ist a\ folg- 
lich drücken auch die Produkte b ■ (ca) = (ca) ■ h und 
a ■ (cb) = (cb) ■ a die Gesammtmenge der Einheiten im Par- 
allelepiped aus, und man gewinnt die Gleichungen: 

c(ab)=={ca)b 
^^^^ c{ha)^(cl)a, 

von denen jede die Multiplikation als eine associa- 
tive Operation erkennen lässt. 

In gleicher Weise wie bei der Addition folgt nun für die 
Multiplikation der allgemeine Satz: Um das Produkt von 
n Zahlen a^, %, ... «„ zu bilden, oder diese Zahlen mit 
einander zu multipliciren, darf man zwei beliebige von ihnen 
multiplieiren, in der so entstehenden Reihe von n — 1 Zahlen 
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wieder irgend zwei, in der neu entstandeiien ßeihe yoii n ^2 
Zahlen wieder irgend zwei u. s. f., bis die neu entstehende 
Reihe nur eine Zahl noch enthält; diese ist von der Art und 
Weise, wie die einzelnen Multiplikationen ausgewählt werden, 
unabhängig und wird das Produkt der n Zahlen genannt, in 
Zeichen : 

üj^a^a^- ■■ein- 
Sind die Faktoren eines Produkts gleiche Zahlen, so heisst 
das Produkt eine Potenz, und zwar die n'" Potenz von a, 
wenn das Produkt aus n gleichen Faktoren o besteht, in 
Zeichen a"; n heisst der Grad oder der Exponent der Po- 
tenz, a ihre Basis. 

Ausser den beiden Eigenschaften, welche die Multiplika- 
tion gemeinsam hat mit der Addition, kommt ihr noch eine 
dritte mit Bezug auf Addition geltende zu, die sogenannte 
distributive. Diese spricht sich aus in der Gleichung 
(8b) (a-^a')b^ah'j-a'h, 

folglich auch 

(a -f «') (ö + b') = ah-\- ab' -}- a'h + ab', 
und kann in ganz ähnlicher Weise wie die ersteren auf an- 
schaulichem Wege bewiesen werden. 

Wir habea aber noch über die Multiplikation negativer 
Zahlen mit positiven und unter einander ein Wort zu sagen. 
Ist c — 6 ^ — d eine negative Zahl, so haben wir diese, dem 
oben Gesagten gemäss, stets nur in Verbindung mit einer 
schon vorhandenen, hinreichend grossen Zahl y zu verstehen, 

r + (« - 6); 

eine Multiplikation einer negativen mit einer positiven Zahl 
kann also nur so vorkommen, dass ein Produkt 

ZU bilden ist, welches nach (6a) sich auch so achreiben lässt: 

«(7"<i)-(r-<i)«. 

Ist. nun <Jie positive Zahl y — rf = /3 also y ^^ (i ~\- d, fiiy folgt, 

a(y --il) = aß iinrl 07 — aß + ad, 
folglich 
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ar - »fi =- aß 
und hieraus die Fonneln: 

(9) i ^ ' 

\[yJ^{-d))a-^Ya-äa. 

Man sagt, ihnen entsprechend, das Produkt einer 
positiven in eine negative Zahl oder umgekehrt sei 
eine negative Zahl, deren Zahlenwerth gleich dem 
Produkt aus den Zahlenwertlien jener beicien ist 

Sind endlich c — h = ■ — d, c' — '/= — d' zwei negative 
Zahlen, so kann eine Multiplikation derselben nur iii der 
Weise auftreten, dass das Produkt von zwei positiven Zahlen: 

r/+(c'^i,')]-ry + Cc-^)] 

oder {y'~- d') (y — d), welches wir a nennen wollen, za hihlen 
ist Nach (9) ergiebt dann 

« - rXr - '') - 'i'(r - '<) 

oder bei nochmaliger Anwendung dieser Formel 

a = (jt'y — y'd) — (dy — d'd) 
und hieraus 

y'y — y'd =^ a + {d'y — d'd) 

d. i. nach (3) gleich {a + d'y) — d'd; folgh'ch ist 
a -j- ä'f = d'd -\- {y'y — y'd) 
a = [d'd + (y'y — y'd)] — d'y. 
Hiera.iis nach (3) 

17, == d'd + (y'y — y'd ■- d'y) 
oder auch nach (7) 

a = (y'y — y'd — yd') -\- dd', 
also schliesslich folgende Gleichung: 
(10) {y'+ (- d')) (y + (_ ^) = y'y - y'd ~ d'y + d'd, 

welche man dahin ausspricht, dass man sagt: Das Produkt 
zweier negativer Zahlen (~- ä'), (— d) ist eine positive 
Zahl, d'd, welche gleich dem Produkt ans <len Zahlen- 
werthen jener beiden ist. 
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Was Bildlich die Multiplikation einer positiven oder nega- 
tiven Zahl + d mit Null betrifft, so hat diese die Bedeutung, 
dasa die gedachte Zahl ebenso oft addirt (oder gesetzt) und 
dann wieder fortgenommen werde; das Resultat ist offenbar 
wieder Null: 

(11) o-(+,o-o. 

Ebenso aber, weuu die durch angedeutete Operation das 
Gezählte ist, so bedeutet das Zeichen (+ d) ■ 0, dass zu einer 
bereits vorhanden gedachten Anzahl solcher Operationen noch 
d neue hinzugefügt oder davon weggenommen werden sollen, 
was offenbar, wie die Operation selbst, auf das bereits vor- 
handene ohne Wirkung bleibt, also ist auch 

(12) (+^.0 = 0. 

Andererseits folgt aus der Bedeutung eines Produktes, 
dass ein Produkt zweier Zahlen nur dann Null sein kann, 
wenn es einer der Faktoren ist. Demiiach folgt aus einer 
Gleichung 

f( ■ «i = 0, 

in welcher m nicht Null ist, mit Nothwendjgkeit 

a--=0. 
Und hieraus ergiebfc sich noch eine wesentliche Eigenschaft 
der Multiplikation, Ist nämlich 

«■)» = &• m, 
so folgt 

also a — i = 0, d. h. 

a = b, 

so oft m nicht Null ist. Diesen Umstand wollen wir 
damit bezeichnen, dass wir die Multiplikation ein- 
paarig nennen. 
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Von der Tlieilbarkeit der Zahlt;ii. 

1. Doli in der .Einleitung abgeleiteten Regeln zur Addi- 
tion, Subtraktion und Multiplikation von Zahlen gemäss hat 
die Reihe der Zahlen 

(1) ... — 5, -4,-3,-2,-1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . 
offenbar die Eigenschaft, dass die Summe, Differenz und das 
Produkt einer beliebigen und einer gleichfalls beliebigen Zahl 
der Reihe — mögen beide verschieden von einander sein oder 
nicht — wieder eine Zahl derselben Reihe sein wird. Man 
pflegb dies kurz so auszudrücken: die Zahlen jener Reihe 
reprodueiren sich durch Addition, Subtraktion und 
Multiplikation. In dieser Beziehung nennt man dio Reihe 
ein Zahlensystem. (Dedekind.) 

Bezeichnen wir daher mit n irgend eine (positive) Zahl 
und multipliciren die Zahlen der Reihe (1) sämmtlich mit n, 
so werden die entstehenden Produkte 

(2) ... - 'dn, — 2n, — n, 0, n, 2«, 'An, . . . 
sämmtlich jeuer Reihe angehören. Aber das Umgekehrte gilt 
nicht, vielmehr finden sich in dem Zahlensysteme solche 
Zahlen vor, weiche in der Reihe (2) fehlen; denn, um in der 
Reihe (1) von eiuer der Zahlen (2) zur nächstfolgenden, ?,. B. 
um von qn ku (g + l)n zu gelangen, muss man mit qn die 
Einheit simal durch Addition verknüpfen, so dass zwischen 
qn und (q -j- 1)k noch m -— 1 andere Zahlen enthaÜ.eii sind, 
nämlich 

(3) rjn+l, ,j„ + 2, . . . 5» + (»-l). 
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Die Zalilen (2) nennt man die Vielfachen von n, so ilass 
jedes Vielfache m von n die Form hat 

(4) m = qn, 

worin g eine positive oder negative ganze Zahl ist. Umgekehrt 
nennt man, wenn m ein Vielfaches von n ist, n einen Theiler 
oder Divisor oder auch Faktor von m. Offenbar würde 
auch q als ein Theiler von m zu bezeichnen sein; wenn man 
aber n als solchen auffasst, so heisst q der ihm entsprechende 
Quotient der Zahl m und wird gewöhnlich durch das Zeichen 

(5) 9 - " 

angedeutet. Dies Zeichen — nennt man auch wohl einen 
Bruch, indem man durch diesen Ausdruck au aligemeiuere 
Zahlenverhältnisse, bei welchen m kein Vielfaches von n zu 
sein braucht, erinnert, von denen aber in diesem Werke nur 
beiläufig die Rede sein wird. 

Lassen wir nun »«.irgend welche Zahl der Reihe (1) be- 
deuten, so muss von zwei Fällen sieh einer ereignen: ent- 
weder ist m ein Vielfaches von n, also von der Form (4), 
oder nicht, und dann muss es von einer der Formen (3) sein.' 
Allgemein können wn- demnach 

(6) m^ q^n -\- r 

setzen, wenn wir für »■ auch noch den Werth Null zulassen. 
Jede ganze Zahl m hat also bezüglich einer bestimm- 
ten Zahl n betrachtet oder, wie man nach Gauss sagt, 
modulo n, in Zeichen: (mod. w), die Form (6), in welcher 
2 eine positive oder negative ganze Zahl, r aber eine 
Zahl der Iteihe 0, 1, 2, ... w ^ 1 bezeichnet, welche 
beide ganz bestimmt sind, sobald es m, n selbst sind. 
Die Zahl q, welche im Falle, wo m ein Vielfaches von n ist, 
der bezügliche Quotient hiess, wird allgemein das grösste 
Ganze von m (mod,«) genannt, und mit 

bezeichnet; JPJ ist der Anfangsbuchstabe des französischen 
Entier, und man sagt auch, q sei das grösste Ganze, welches 
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in dem Bruche — enthalten ist. Die Zahl r dagegen lieissl; 
der Rest der Zahl m (mod. w). 

Sind m, m' zwei verschiedene Vielfache von n, 
m = qn, m'= q'n, 
so heisst n ein gemeinschaftlicher Thciler von m, m'. 
Da jede ganze Zahl als ein Vielfaches der Einheit angesehen 
werden kann, so haben zwei Zahlen m, m' jedenfalls die Eins 
zum gemeinschaftlichen Theiler, Haben sie aber ansser diesem 
selbstverständlichen Theiler keinen andern gemeinsamen 
Theiler, als dessen Vielfache sie dargestellt werden können, 
so nennt man sie zwei Zahlen ohne gemeinsamen 
Theiler oder besser: relative Primzahlen. 

Jeder Theiler einer Zahl m ist nnmerisch kleiner als sie 
selbst, es sei denn, dass man, wie es allerdings meist ge- 
schieht, auch die Zahl m selbst als einen ihrer Theiler: 
m = 1 • m, auffasst. 

Da es nun unterhalb einer Zahl m in der natürlichen 
Zahlenreihe nnr eine endUche Menge ganzer Zahlen giebt, 
desgleichen unterhalb einer Zahl m', so ist einleuchtend, 
dass es unter den gemeinsamen Theilern von m nnd 
m' einen grössten gemeinsamen Theiler d geben muss. 
Setzt man dann 

m ^ ^ ■ d, m'^ ft'- d, 
so sind fi, iX'' zwei ganze Zahlen ohne gemeinsamen 
Theiler oder relativ prim, Denn, hätten sie einen von 1 
verschiedenen Theiler d' gemeinsam, sodass 

fi = V ■ d', (('= v'- ä' 
gesetzt werden kann, unter v, v' zwei ganze Zahlen ver- 
standen, so würden 

m = v ■ ä'd, m'= v' ■ d'd, 
d. h. in, m' hätten den gemeinsamen Theiler d'd, der em 
Vielfaches von d, also grösser wäre als d, gegen die Voraus- 



2. Schreibt man unter die Zahlenreihe (1.) die Heste, 
welche die einzelnen Zahlen in Bezug auf eine willkürlieh ge- 
wählte Zahl n lassen so sieht ma,n die R,eihe der Zahlen 
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(7) 0, 1, 2, 3, ... (ra— 1) 

unbegrenzt oft nach rechts und nacli ]iiiks hin sich wieder- 
holen. Man sagt deshalb, die Reste der Zahlenreihe (1) bilden 
einen Cjclus oder eine Periode. Dies Verhalten der lleihe 
der Reste stellt man anschaulich dar, indem man sich ein 
regelmässiges n-Eet*) einem Kreise einbeschrieben denkt und 
an seine Eckpunkte die Zahlen (7) achreiht; bei jedem Um- 
laufe (jTEptodog) um den Kreis (xvxlos) nämlich lauft die 
Reihe der Reste einmal ah, und indem man in der einen oder 
anderen Richtung zu wiederholten Malen den Kreis umläuft, 
bildet man die Restreihe so wie sie der Zahlenreihe (1) ku- 
ge ordnet ist. 

Dies vorausgeschickt, sei h eine beliebige positive ganze 
Zahl. Geht man von einem Eckpunkte des «-Ecks, etwa vom 
Punkte aus immer um h Stellen auf der Kreiaperipberie 
weiter, indem man, wenn nöthig, sie mehr als einmal umläuft, 
so wird man nach Berührung verschiedener Eckpunkte 
zum Anfangspunkte (0) zurückkommen, also ein gewisses 
geschlossenes Polygon bilden. Denn, da nur eine endliche 
Anzahl von Eckpunkten vorhanden ist, muss man jedenfalls 
endlich zu einem der bereits berührten Punkte zurückkehren; 
der erste so von neuem berührte Punkt muss aber der Aus- 
gangspunkt sein; denn wäre es im Gegentheil ein späterer, 
so hätte man von diesem aus ein in ihm zurücklaufendes 
Polygon, und es müsste dann ein gleiches auch vom Aus- 
gangspunkte aus möglich sein. 

Wir nennen m die Anzahl der hierbei berührten Eck- 
punkte. Heissfc ferner q die Anzahl der Umläufe, welche das 
Polygon um die Peripherie machen muss, bis es zuerst sich 
schliesst, so gewinnt man durch zwiefache Abzahlung, je nach 
den Seiten des Polygons und den Umläufen, der auf der 
ganzen Strecke gelegenen Punkte die Gleichheit 

(8) mh =» 5«. 

Der Herleitung gemäss bedeutet hierbei mh das kleinste 
Vielfache von h, welches zugleich ein Vielfaches von n 

*) Diese sehr instruktive Methode, der wie hier uns ansch]iessen, 
staramt von Poiusot her; s. seine in der Vorrede erwähnte Abhandhmg. 



y Google 



20 Krater Abschnitt 

oder durch n theübar ist Es ist leiett zu erkennen, dass 
m, weno es nicht gleich n ist, doch ein Theiler von « sein 
muas. Denn wäre die Anzahl der bei jener Construktion be- 
rührten Eckpunkte m <n, so könnte man von einem der nicht 
berührten Punkte aus ein gleiches Polygon conatruiren, und 
wenn dann noch Punkte übrig waren, so fortfahren, bis alle 
n Punkte berührt wären; keine zwei der ao entstehenden, 
etwa d, Polygone können eine Ecke gemeinschaftlich haben, 
weil sie, wenn man von ihr als gemeinsamem Ausgangspunkte 
ausginge, identisch würden. Also findet man 
(8 a) n = m-d 

d. h. m ist ein Theiler von n. 

Aus beiden Gteicliungen (8) und (8 a) findet sich 
'h-m = qä ■ m, 
und es ist leicht zu sehen, wenn man der Definition 
des Produktes sich erinnert, dass aus dieser Gleichung 
die andere hervorgeht: 

h = q- d, 
folglieh muss, wenn li, n ohne gemeinsamen Theiler sind, 
(? = 1 also m = n aeiu. So erhält man folgenden grund- 
legenden Satz: Sind Jt, n relativ prim, so kommt man 
bei der erwähnten Construktion zum Ausgangspunkte 
erst zurück, nachdem sämmtliche n Eckpunkte berührt 
wurden. 

Wenn dagegen /* und n einen von 1 v er scbie denen grÖssten 

gemeinsamen Theiler S haben, so kann man aetzen: li = h'8, 

n = n'S, wo dann n'< n und li, n relativ prim sind. In 

diesem Falle lassen sich die n Eckpunkte in n' Abschnitte 

von je S Punkten zusammenfassen: 

0, 1, 2, ... 5 — 1; d, 5 + 1, d + 2, ... 2Ö- 1; ... 
- ^ ^ 

welche wir einzeln mit einander wollen correspondiren lassen, 
sodass z. B. die Punkte 

0, 8, 2S, ... 
correspondirende Punkte der verschiedenen Abschnitte wären. 
Wenn man demnach — etwa von aus — immer um 
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A = 7i'-d Htellon weiter, d. i. zum correspondireiideii Punkte 
des Absclmittea h', 2?i' . . . geht, so wird man, da li, n rela- 
tive Primzahlen sind, dem Vorigen zufolge zum Ausgangs- 
punkte erst zurückkehren, nachdem die correapondirenden 
Punkte aller Abschnitte durchlaufen sind. So werden also 
nur n' Punkte, nicht mehr, nicht weniger, berührt 
werden. Hiernach läast sich ersichtlich das vorige Itesultat 
iiuch umkehren: Ä und n sind zwei Zahlen ohne gemein- 
samen Theilpr, wenn man durch üebergang von einem 
Punkte zu einem andern, der um h Stellen davon ent- 
fernt ist, u. s. w. erat nach Durchlaufen aller Punkte 
zum Ausgangspunkte zurückkehrt. 

Entkleidet man diese Sätze ihres anschaulichen Gewändes, 
so giebt uns der erste den Euclidischen Fundameutal- 
satz*) von der Theilbarkeit der Zahlen: 

1) Sind die Zahlen h, n relativ prim, so ist nh das 
kleinste Vielfache von /(, welches durch n theübar ist. 

2) Wenn aber h, n-den grössten gemeinsamen 
Theiler d> 1 haben, sodass 

h = h'8, n = n'ä 
und A', n' relativ prim vorausgesetzt werden können, 
so ist n'h das kleinste Vielfache von h, welches durch 
n theübar ist. 

In der That ist dann n'h' das klejnste Vielfache von h', 
welches durch n' theilbar ist, oder m ^ n' die kleinste Zahl, 
für welche eine Gleichheit möglich ist von der Form »jfi.'=3«', 
eine Gleichheit, welche mit der andern: mh^qn völlig gleich- 
bedeutend ist. 

Daher gilt 3) der Satz: h, n sind relativ prim, wenn 
nh das kleinste Vielfache von h ist, das durch n theil- 
bar ist. 

3. Aus dem ersten dieser Sätze folgt leicht, dass in dem 
Falle, wo h und n relativ prim sind, mh überhaupt nur für 
solche M durch n theilbar wird, oder, wie man auch sagt, 
durch n aufgeht, welche selbst Vielfache von n sind. Denn, 
wäre im Gegentheil 

*) Eucl. Elementa lib. ¥11. 



y Google 



22 Tli'stcr AtjKchnitt 

wälireud 

Q ganZj r aber eiuo der Zahlen l, SJ, 3, . . . ()* — 1), so wurde 

rk = (2 -- hQ) ■ n, 
also rh ein Vielfaches von n sein, ■während doch r < i* ist. 
So ist der Satz bewiesen: Ein Produkt, dessen einer 
Faktor zu n relativ prim ist, kann nur dann durch n 
theilbar sein, wenn der andere Paktor dies ist 

Dieser Satz läsat sich umkehren: Wenn ein Produkt 
nur dann durch n theilbar sein kann, wenn es der 
eine Faktor ist, so ist der andere Faktor relativ prim 
zu »■ Denn, wäre mh nur dann durch n theilbar, wenn m 
es ist, und hätten dennoch h, n einen gemeinsamen Theiler 
d>l, sodass, wenn li^h'd, n = H'd gesetat wird, h', n 
ganze Zahlen sind, so würde 

mh = md ■ h' 
durch 

n = n'd 
theilbar, indem man m =^ n also nicht durch n theilbar 
wählte, es entstünde also ein Widerspruch. 

Aus dem entwickelten Fundamentalsatze fliessen einige 
wichtige Folgerungen, Ist h relativ prim zu n, so ist es dies 
offenbar auch zu jedem Theiler von n. Der EVnd amen tals atz 
giebt also den folgenden; Ein Produkt, dessen einer 
Faktor relativ prim ist zu n, kann nur dann einen 
Theiler mit n gemeinschaftlich haben, wenn der 
andere Faktor ihn hat; oder auch: Sind h und n relativ 
prim, so ist jeder gemeinsame Theiler des Produktes 
mh und n auch gemeinsamer Theiler von m und n. 
Dies gilt selbstverständlich auch vom grössten gemeinsamen 
Theiler der Zahlen mh und w; zugleich ist aber einfach zu 
erkennen, dass letzterer dann auch der grösste gemeinsame 
Theiler der Zahlen m und n ist. 

Und hieraus ferner fliesst der Satz von Euclid: Sind 
sowohl h, n, als auch m, n relative Primzahlen, so ist 
auch das Produkt hm relativ prim zu n.*) 

*) EiicUdes, a, a, 0. 32. 



y Google 



Von der Theilbarkeit der Zahlen. 23 

Die letzte Folgerung kann auch unmittelbar mittels der- 
selben anscbaulichen Methode bewiesen werden, welche uns 
zu dem Hauptsätze geführt hat. Gehen wir nämlich in dem 
uraprünglichen w-Ecke vom Punkte aus um immer h Steilen 
weiter, so kommen wir, wenn fe, n relativ prim sind, wie oben 
gezeigt, znm Ausgangspunkte erst nach Berührung aller 
übrigen Punkte zurück, d. h. wir erbalten ein zweites — den 
Kreis verschiedene Male umfassendes — w-Eck, welches im 
Anfangspniikte sieh schlieastl Ist nun m gleichfalls relativ 
prim zu m, so werden wir, wenn wir jetzt im neuen si-Ecke 
vom Punkte aus und immer um m Stellen weitergehen, 
nach demselben Satze ein drittes, sich in schliesseudes w-Eck 
erhalten, zu welchem wir offenbar aber auch sogleich gelangen 
würden, wenn wir im ursprünglichen «-Ecke immer um hm 
Stellen weiter gingen. Wenn wir also vom Punkte aus 
immer um hm Stellen weitergehen, so kehren wir, mit andern 
Worten, zum Ausgangspunkte erst zurück, nachdem alle übrigen 
Punkte berührt sind, d. h. hm und n sind relativ prim. 

i. Alle (positiven) ganzen Zahlen können wir in zwei 
Arten zerfallen : Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen. 
Man nennt eine Zahl eine Primzahl, sobald sie keinen 
anderen Theiler hat als diejenigen beiden, welche jeder Zahl 
eignen: die Eiuheit und sich selbst. Jede Zahl dagegen, 
welche noch andere Theiler besitzt, heisst zusamuiengesetzt. 

Ist p eine Primzahl und m irgend eine (positive) 
ganze Zahl, so ist entweder m theilbar durch p oder 
zu p relativ prim, da ein gemeinsamer Theiler beider, wenn 
er nicht p selbst ist, nur die Einheit sein kann. 

Ist ein Produkt mh durch die Primzahl p theilbar, 
so mues es wenigstens einer der Paktoren sein; denn 
sonst wäre jeder dieser Faktoren relativ prim zu p und folg- 
lich, gegen die Voraussetzung, auch das Produkt. 

Wenn nun m eine zusammengesetzte (positive) Zahl ist, 
so hat sie, der Definition zufolge, mindestens einen Theiler 
m'<»w, welcher von 1 verschieden ist, sodass m = q'nt' gesetzt 
werden darf, unter q' eine ganze Zahl verstanden. Wenn m' 
noch keine Primzahl ist, enthält ea mindestens einen Theiler 
m"< m', der von 1 verschieden ist, und man kann setzen 
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m'= 2"ik", wü g" wieder eine ganae Zahl, ii. b. f. Eudlieli 
muss aber in der Reihe der Zahlen m, mi', sh", . . ., welche 
fortwährend abnelimou, eine Primzahl auftreten, weil man im 
entgegengesetzten Falle die Operationen ohne Bude würde 
fortsetzen und eine unbegrenzte Reihe abnehmender posi- 
tiver Zahlen würde bilden können, was nicht möglich ist. 
Nennen wir also die gedachte Primzahl jp, so ist m, da jede 
der Zahlen »«, m', m", . , . p ein Vielfaches der folgenden ist, 
offenbar auch ein Vielfaches der letzten p, etwa m = m,p. 
Ist nun hierin die ganze Zahl ni^ noch zusammengesetzt, so 
kann man ähnlicherweise eine Gleichung m^ = m^p' herleiten, 
in welcher p' eine Primzahl, die möglicherweise gleich p ist, 
und »B3 eine ganze Zahl ist, und in derselben Weise wird m^, 
wenn es noch zusammengesetzt ist, gleich m^/' gesetzt werden 
können u, s. w. Aber auch hier endet nothwendiger weise ein- 
mal die Reihe der Operationen; denu die Zahlen m, m^, iwj, 
m^, ..., von denen jede ein Vielfaches der folgenden ist, bilden 
wieder eine Reihe abnehmender ganzer Zahlen. Aus den ge- 
wonnenen Gleichungen endlich erhält mau aber die Beziehung: 

m =pp'p"---p^f>, 
d. h. eine Zerlegung von m in lauter Primzahlfaktoren, 
Hier ist eine Bemerkung wesentlich, dass nämlich nur 
eine solche Zerlegung der Zahl m in Primfaktoren möglich 
ist. Denn, wollte man im GegentheÜ annehmen, es gäbe noch 
eine zweite: 

m = Qq'q"'-- g**', 
so würde 

q<l<l" ■■■ g''' ^^ pp'p"--- p^"' 

sein. Demnach wäre das Produkt Imks theiibar durch die 
Primzahl p, folglich auch einer seiner Faktoren, z. B, q; diese 
Zahl hat aber als Primzahl nur die beiden Faktoren 1 und g, 
mit deren zweitem also p übereinstimmen muss. Die obige 
Gleichheit lässt sich also vereinfachen und auf die Form 
bringen:. 

2'2"...gM =p'p"...p(f\ 

In gleicher Weise aber zeigt man von jedem der Primfiiktoren 
rechts, dass er sich auch links vorfindet und <lalior fortgehoben 
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werden iLiiiin; zuletzt dürfen dann aber auch ünka keine Priiii- 
faktoren mehr übrig bleiben, da die vereinfachte rechte Seite, 
nämlich die Eins, durch keine Primzahl mehr aufgeht. Dem- 
nach stehen rechts und links gleiehTiel Primfaktoren und ihre 
GJesammtheit rechts und links ist dieselbe. 

Wie schon bemerkt, kann derselbe Primfaktor mehr ala 
einmal in der Zerlegung vorkommen; unsere Betrachtung zeigt 
aber, dasa er in jeder möglichen Zerlegung von m gleich oft 
vorlEommen muss. Fasst man die gleichen Primfaktoren 
in eine Potenz zusammen, so gewinnt man folgenden Haupt- 
satz von der Thexlbarkeit ganzer Zahlen: 

Jede zusammengesetzte (positive) Zahl m kann, 
und zwar nur in einer, ganz bestimmten Weise ala 
ein Produkt aus Primzahlpoteuzen dargestellt werden 
der Art, dass 
(9) m = p" ■ jf^ ■ )f^ ■ ■ ■ p"^ 

gesetzt werden darf, wenn jp,^^, p^, . . . p* verschiodeuo 
Primzahlen, a, «j, a,, ... ß^ positive ganze Exponenten 
bedeuten. 

Beispiel: 

10725 = 5^ ■ 3' ■ 11^ ■ 13^: 

Die Zwei ist oifenbar eine Primzahi, alle übrigen Prim- 
Kahlen sind ungerade, denn die geraden Zahlen sind ja die 
Vielfachen von 2. Ob aber eine gegebene ungerade Zahl m 
Primzahl ist oder nicht, dies zu entscheiden, ist keineswegs 
einfach, sobald m gross ist. Für kleinere Zahlen entscheidet 
man es leicht durch Versuche; hierbei leistet folgende Be- 
merkung*) grosse Erleichterung, indem sie die Anzahl der 
Versuche wesentlich beschränkt: 

Giebt es unterhalb der Grenze Ym keine in m auf- 
gehende Primzahl, so ist m selbst eine Primzahl. Denn, 
wäre es im Gegentheil zusammengesetzt, so gäbe es auch 
eine in m aufgehende Primzahl j», welche, der Annahme ge- 
mäss, grösser als ym ist, sodass man setzen kann m = pm, 
wo dann ™'<"|/m sein muss. Dies widerspricht aber der 



*) S. LegendrR, ossai sur la thöorie dea nombres, ä. öd. p. 6. 
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Annahnie jedenfalls, wenn m' Primzahl wäi'e; und umsomehr, 
wenn m' ans solclieu ^iis am menge setzt ist, da ja diese auch 
Faktoren von m und erst recht < ym wären. 

Schon Euclid*) hat bewiesen, dass die Anzahl der 
Primzahlen unendlich jfross ist. Ware sie nämUch im 
Gegentheil endlich, so heisse p die grösste aller Primzahlen, 
sodass jede grössere Zahl aus p und den kleineren Primzahlen 
Miuh zusammensetzen lassen raüsste. Betrachtet man aber die 
Zahl 

N=^l + l-2-d---{p -1)|J, 

so lässt diese, da ihr zweiter Summande durch jede der Zahlen 
1, 2, 3, ... ^3 uud folglich durch jede der, nach der Annahme 
nur vorhandenen Primzahlen aufgeht, durch jede dieser Prim- 
zahlen getheilfc den Eest 1, d. h, sie ist durch keine dieser 
Primzahlen theilbar und doch jedenfalls grösser als p, was 
den Voraussetzungen widerspricht. 

5, Von dem in der vorigen 'Nummer gewonnenen Funda- 
mentalsatze werden wir nun eine Reihe von Anwendungen 
machen. Die erste soll sich auf die Aufsuchung aller 
Theiler einer gegebenen Zahl m beziehen. Da ea sieh 
in der Zahleutheorie wesentlich um systematische Einsicht, 
nicht um praktische Rechnungsmethoden handelt, werden wir, 
wie hier von vornherein hervorgehoben werden mag, nicht 
sowohl darauf sehen, dass die von uns angewandten Methoden 
die zur Rechnung bequemsten, sondern dass sie theoretisch 
am einfachsten und der Natur der Sache möglichst gemäss 
sind. Und so setzen wir hei der vorliegenden Aufgabe vor- 
aus, dass die Zahl m bereits, wovon wir die Möglichkeit 
gezeigt haben, in ihre Primfaktoren zerlegt, also 

m = p" ■ p"' ■ p1' ■■■ pI'' 

sei. Ist nun n ein Theiler von m, also m = n ■ q, so ist offen- 
bar, dass jeder Primfakfcor von n auch ein solcher von m sein 
muss, mit anderen Worten, n kann keine andern Prim- 
faktoren enthalten, als m selbst, und wii-d also, in solche 
Faktoren zerlegt, jedenfalls die Form haben: 



») Eucl. Blementa üb. IS äO. 
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(10) 

in weicher freilich nicht alle Faktoren p, p,, p^, ... pk wirk- 
lieh vorkommen muaseiij soiJass ein oder der andere der Ex- 
ponenten auch Null sein kann. Auf keinen l'"all aher darf 
einer der Exponenten «j grösser sein als der entsprechendo 
Esponent üi in der Zerlegung von m; denn, enthielte schon 
n den beniiglichen Primfaktor öfters als «; mal, so müsste 
dies für m umsomehr der Fall sein. Hiernach wird uns er- 
sichtlich er weise der Ausdruck (10) alle Theiler von m gehen 
müssen, wenn man darin allgemein, d. h, für jeden Index ^, 

Ki die Werthe 0, 1, 2, . . . a,- 
durchlaufen lässt. Die so entstehenden Zahlen sind aber auch 
sämmtHch Theiler von in, da man schreiben darf: 

m = n -/"" ■1\''"" ■■■pI''~'''', 
<\ h m = iiN, wo 

eme gan?e ZaJil ist, da die Exponenten ö — cc, a^ — Kj, ... 
«A — dl. nicht negativ sind. — Wird für die aämmtlicheu Ex- 
ponenten K, ß^, ... cci: ihr kleinster zulässiger Werth ge- 
setzt, so bedeutet n die Eins; werden ihnen ihre grösst- 
zulässigen Werthe a, a^, ... «t resp. ertheilt, so bedeutet n 
die Zahl m selbst. 

Aus dieser Betrachtung findet sich unmittelbar, dass die 
Anzahl aller Theiler der Zahl m, die Einheit und die 
Zahl m selbst mitgerechnet, gleich ist dem Produkte: 
(H) (a+l)(<i, + 1)(«,+ 1) ■■■(«. + !)■ 

Auch die Summe aller Theiler ist leicht anzu- 
geben. Man hat hierzu nur zu beachten, dass der Ausdruck 
für n nichts anderes ist als das allgemeine Glied der Ent- 
wicklung folgenden Produktes: 

(1+j, +/ + ...+^. +---+P") 

■{'^+i\-{-p\-\ h K' H h ^iO 



■ (1 +p, +i>' + ■■■+<* + ■■■ +K')- 
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Dio Siiiume aller Zahlen n ist also gleich dem Werthe dieses 
Produktes, welcher sich durch Berechnung der geometrischen 
Beihen, welche die einzelnen Faktoren des Produktes bilden, 
gleich 

(12) t-^'.r'/t'ri../iÜL~' 

"^ ■' J) — 1 Pl — 1 p,; - ^ 

ergiebt. 

Die Anzahl der Theiler einer gegebenen Zahl hängt 
also nicht von den Werthen ihrer Primfaktoren, sondern 
nur von ihrer Häufigkeit ah, dagegen die Summe ihrer 
Theiler sowohl von dem einen, als von der andern. 

6. Uat man zwei oder mehr Zahlen in ihre Prinifaktoren 
zerlegt, so ist es leicht, auch ihre gemeinsamen Theiler 
zu finden. Diese Methode zu ihrer Bestimmung ist zwar 
keineswegs diejenige, welche sich praktisch am meisten em- 
pfiehlt, aber sie sehlieast sich unsern theoretischen Grund- 
lagen am natürlichsten an. Jeder gemeinschaftliche Theiler 
aller gegebenen Zahlen m, m', m", ... kann nämlich nach 
dem Vorigen aus keinen anderen Primzahlen zusammengesetzt 
sein als solchen, welche zugleich in jeder der Zahlen m, m', 
m", . , . vorkommen, und kann eine solche, p, auch nicht öfter 
enthalten, als jede der letztern. Diejenigen Primfaktoren der 
einzelnen Zahlen m, m', m", , , ., die nicht in ihnen allen 
aufgehn, dürfen wir also bei Seite lassen; ist aber p^ die 
niedrigste Potenz einer ihnen allen gemeinsamen Primzahl j), 
welche in den Zerlegungen jener Zahlen sieh findet, so darf 
der gemeinschaftliche Theiler den Primfaktor p nicht öfter als 
SmaX enthalten. Wenn ähnlicherweise p^, Ps, ■ . . p^ diejenigen 
andern Primzahlen bezeichnen, welche in den Zerlegungen 
aller gegebenen Zahlen sich finden, und ö^, ä^, ... dx resp, 
die niedrigsten Exponenten derselben, welche vorkommen, 
ao darf ein gemeinsamer Theiler aller gegebenen Zahlen 
keine andern Primfaktoren enthalten als p, p^, p^, • • • p^ und 
diese nicht öfter als resp. S, i^j, iJg, - . - Öx mah Er hat also 
die Form 

(13) p"-p?-p7'--p?' 
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worin allgemein «,■ eine Zahl der Reihe 0, 1, 2, . . . d, be- 
zeichnet. Die grösste dieser Zahlen ist 

(1.3a) ä=p -Pi ■ Pz "'i''^' ' 

und jede andere voii ihnen ist ein Theiler der letzteren. 
Diese aber und nmsomehr dann jede der Zahlen (13) geht 
offenbar in jeder der gegebenen Zahlen auf, da sie keine 
anderen Primfaktoren enthält als jede von den gegebenen, 
einen jeden ihrer gemeinsamen Primfaktoreo aber höchstens 
so oft als jede einzelne der gegebenen Zahlen selbst. Man 
bat also folgendes Ergebaiss: Filr beliebig viel gegebene 
Zahlen giebt es einen gf'össten gemeinsamen Theiler, 
der durch die Formel (13a) dargestellt wird, und alln 
gemeinsamen Theiler der Zahlen stimmen mit den 
sämmtlichen Theilern dieser letzteren Zahl iiberein. 
Suchen wir umgekehrt eine Zahl n, in welcher alle ge- 
gebenen Zahlen aufgehen, ako ein gemeinsa.mes Vielfaches 
der letztern. Da jede der Zahlen m, m', m", . . . ein Theiler 
von n sein soll, so können diese Zahlen keine andern Prim- 
faktoren enthalten, als n, mit andern Worten; alle Prim- 
faktoren p, ß^, p^j . . . p , welche in den Zerlegungen der ge- 
gebenen Zahlen überhaupt vorkommen, müssen auch in ni 
enthalten sein, und jede von ihnen offenbar mindestens so oft, 
als in jeder von jenen. Sind daher p% p'^, p'^^, . . . pf die 
höchsten Potenzen jener Primzahlen, welche in den Zer- 
legungen der gegebenen Zahlen überhaupt vorkommen, so 
wird jedes gemeinsame Vielfache derselben durch jede der 
genannten Potenzen theilbar, also ein Vielfaches von 

(14) M='p -p'^ 'P'i'"Py 

sein müssen. Die kleinste dieser Zahlen, nämlich M selbst, 
ist aber offenbar auch ein Vielfaches jeder der gegebenen, 
da sie dnrch jede der in ihnen vorkommenden Primzahl- 
potenzen theilbar ist, und man findet demnach folgendes Er- 
gebniss: Alle gemeinschaftlichen Vielfachen beliebig 
gegebener Zahlen stimmen überein mit den sämmt- 
lichen Vielfachen des Ideinsten gemeinschaftlichen 
Vielfachen, welches sich durch die Formel (14) be- 
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stimmt. Denn nicht nur miisste jedes gemeinsame Viel- 
faclie ein Vielfaches Ton M sein, sondern auch umgekehi't 
wird jedes Vielfache der Zahl M, die selbst durch alle ge- 
gebenen Zahlen tlieilbar ist, gleicher weise durch alle diese 
theilbar, d. h. ein gemeinsames Vielfache von ihnen sein. 

Wenn die gegebenen Zahlen m, «', m", ... rela- 
tive Primzahlen sind, d. h. wenn die Primfaktoren, ans 
denen jede von ihnen besteht, in keiner der andern sich finden, 
so ist ihr kleinstes gemeinsames Vielfache M nach 

(14) mit ihrem Produkte gleich. 

7. Eine «weite Anwendung wollen wir machen, indem 
wir die höchste Potenz einer Primzahl p aufsuchen, 
welche in dem Produkte 

(15) 1 . 2 . 3 . 4 . . . m 

enthalten ist. — Ist m < j), so wird ji^ diese Potenz sein; 
wenn dagegen m>jp ist, so suche man das grössto Ganze, 
das im Bruche - enthalten ist. 



'-Ml); 



dann sind 

p, 2pj dp, . . . m'p 

diejenigen Faktoren von (15), welche durch p aufgehn, alle 
anderen und folglich ihr Produkt sind prim zu p, und dem- 
nach wird der Primfaktor p im ganzen Produkte (15) gerade 
so oft aufgehn, wie im Produkte der vorgenannten Zahlen, 
d. i. in 
(IG) jf'.l .2.3...m'- 

Bezeichnet daher m"= E (■ — j das gröaste in — enthaltene 

Ganze, so werden 

p, 2p, 3^, . . . m"p 
diejenigen Paktoren des Produktes 1 . 2 . 3 . . . sw' sein, welche 
durch p theilbar sind, alle übrigen sind zu p relative Prim- 
zahlen, folglich geht ^ ebenso oft in dem Produkte (Iß) a.uf, 
wie in dem folgenden: 

j)™'._p"'". 1 .2 .3...m". 
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Fährfc ma.li in diesei' Weise fort und beachtet, dass die Reihe 
der Zahlen m, m', m", . . . nothwendig eine abnehraenile ist, 
also endlich einmal abbricht, so findet man als höchste Potenz 
von p, welche in (15) aufgeht, die Potenz 

oder als ihren Exponenten 

(") i*=*'(7.)+^(;'')+-^(f)+'-- 

Ist also ?,. B. »! = 1000, p = 2, so giebt die Rechnung: 
„.■_e(^»)„500 

,„"•„£ (?55) _i2r> 



„,._£(!) „ 3, 

.»■■1=-2;(H) _ 7 
,„(.)_ £(I) _ 3 

•»<•> -= i; (f ) — 1 ; 

hier bricht die liechiiung ab, und demnach ist 

p — 994, 
d. h. im Produlite aller ganzen Zahlen von 1 bis' 1000 geht 
der Primfaktor 2 genau 994 mal auf. 

Hierbei kann man aber die Zwischeuzahlen m', m", , , . 
vermeiden. Ist nämlich a irgend welche positive ganze Zahl 

und k'= JS ( — 1 , d. h. — = n'-{ , r < «, so wird nun, 

wenii h wieder eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet, 
— - =. ^ + -^ sein, folglich, wenn it"^=J'^y-), d. h. 
- = w"+t;, »■'<i, gesetzt wird. 
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'^ ^n"-^--'t—. 
ab ' ab 

Nun ist aber i^er grösato Werth, welchoa ar''\- r haben 
liöiiiite, a(b — V) -\- a -— 1 = ah — 1 < ah, oud folglich 

Nach dieser allgeraehieii Bemerkung ergiebt sich offen- 
bar E(f)-ll (=) , -E (f ) - -E (j) ». s. f. Demn.cl. 
wird der Exponent [i der höchsten Potenz einer 
Primzahl p, welche im Produkte 1 . 2 , 3 .. .ij; aufgeht, 
auch durch nachstehende Formel bestimmt: 

(17.) ^_j?(5) + j;(j) + i(-) + ..., 

welche sich sogleich für m = 1000, j|) = 2 bestätigen lässt. 
Vermittelst dieser Formel lässt sieh der Ex- 
ponent (i sehr leicht berechnen, wenn man die Zahl 
m in einer gewissen Form voraussetzt, in welche sie 
stets gebracht werden kann. Bezeichnen wir zunächst 
mit p irgend welche (positive) ^anze Zalil, so ist einleuchtend, 
dass die aufeinanderfolgendea Potenzen p, p^, p^, p"^, . . . stets 
wachsende Zahlen sijid, daaa man also endlich zu einer Potenz 
po+i gelangen muss, welche m übersteigt, während p" noch 
darunter liegt, wobei auch der Fall eintreten kaun, dass 
p" = m selbst wäre: 

p":^m<p''+K 
Schalten wir nun, wenn das Gleichheitszeichen nicht gilt, 
zwischen p^ und ^1"+' ==/> ■ p" die Zwischenglieder 2p'', ^p", 
... (p — Tjp" ein, so wird in, wenn es nicht etwa einem der 
letzteren gleich wäre, zwischen zwei aufeinanderfolgende der- 
selben fallen: 

oder auch 

m = ap'^ -\- in, in -Cp". 
Verfährt mau bezüglich der Zahl m' in gleicher Weise, so 
lässt sich eine Gleichung erhalten 

in == hpP -\- in", in"<p!' 
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u. s. f., sodass emlHch m in folgeniler Form sich diirgestellt 
findet: 

m = ap" -{- hp^ + cp'r + ■ ■ -T 
in ■welelier a, ß,y, ... abnelimende positive Zahlen, a, h, e, ... 
sämmtlich positive Zahlen bedeuten, die <.p sind. Ma.ii darf 
offenbar auch so schreiben: 

(18) m = ap" + a^i)"-'- + «aj)"-^ -\ h ««.-i?' + «... 

wenn man für die Coefficienten ai auch den Werth Null zu- 
lässt. Für p^ 10 ist dies die gewöhnliche Darstellung einer 
Zahl in dem allbekannten Ziffern Systeme. 

Wird jetzt wieder, um die Formel (17a) anKuwenden, j|) 
als Primzahl vorausgesetzt, so ergiebt sich aus (18): 

-E (^) = ap"-^ -j- a^p"-'' + a-^p»-^ -\ f- r„_i 



'-m- 


ap + rt, 










-(?)= 


«. 










Da hiermit die 


Rechnuiig 


atbriolit, 


SO Itonimt 






a{p"~l)^ 


- o, (p" - 


■!) + ■■■ + 


«._, (J>' - 1 


) + t^_ 


-](P — 1) 


oder auch 

(19) ii = - 


« - (» + « 


, + «, + •• 


■ + o._i + 


«.) 





Z. B., wenn ik = 10000, ,p = 7 ist, findet mau 
10000 = 4 ■ 7" + 1 ■ 7-= + 1 ■ 7' + 4 



10000 ^ (4 + 1 + 1 - f 4) _ 



16G5, 



und demnach ist 7^^'^ die höchste Potenz von 7, welche im 
Produkte 1.2.3... 10000 aufgeht. 

Besonders einfach gestaltet sieh die Formel für j) = 2. 
In diesem Falle lässt jede positive Zahl m sich darstellen in 
der Form: 
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m = fl - 2° + «1 ■ 2"-! H h ß._, ■ 2 + «„, 

in welcher die Coeffieionten a, «,, ... «a einen der Werthe 
oder 1 haben, mit andern Worten: jede positive Zahl lÜsat 
sieh als eine Summe verschiedener Potenzen der Zwei 
darstellen. Man benutzte diesen Satz früher, als das Pfund 
noch 32 Loth hatte, um alle Gevrichte von 1 bis 31 Loth 
alleiu durch die 5 Gewichtsstücke von 1, 2, 4, 8, 16 Lothen 
herzustellen. Die Formel (19) wird aber in dieseni Falle ao 
einfach wie möglich, nämlich 

H = m~(a-{-a^-{ J- n„) . 

Die Summe der Coefficienteu ist aber nichts anderes als die 
Anzahl der Potenzen von 2, welche wirklieh in dem Ausdrucke 
von m vorkommen. Man findet also den Satz: Ist /e die 
Anzahl der verschiedenen Potenzen von 2, als deren 
Summe die Zahl m dargestellt werden kann, so ist 
die höchste Potenz von 2, welche in dem Produkte 
1.2.3...m aufgeht, die Potenz 2"'-K 

Z. B. findet sich für m = 1000: 

1000 = 2^ + 2^ + 2' + 2« + 2-> + 2-', 
also it = 6; folglieh ist in — k •= 994, wie bereits nach 
anderer Methode gefunden worden ist 

Verhältnisse von ähnlicher Einfachheit finden statt, wenn 
p^3 ist. Nur die entsprechende Formel (18) soll näher 
betrachtet werden. Sie würde sein; 

m = «■ 3« + ff, ■ 3"-' + •■■ + «„-1 ■ 3 + «„, 
wobei die Coefficienten einen der Werthe 0, 1, 2 haben. Ein 
Glied aber von der Form «; ■ 3""', bei welchem «; ^ 2 wäre, 
liesse sich schreiben: 

(3 - 1) - .3«-' = 3"-' + i - 1 ■ 3"~', 
sodass der Ooeffleient 2 der Potenz 3""' in den Werth — 1 
übergeführt wird; freilich geht hierbei das Glied a,_i - 3""'+' 
über in (1 + i^i— i) ■ 3""^+', und sein Coefficient kann dem- 
nach, wenn er 1 war, in 2 verwandelt werden, oder, wenn er 
schon 2 war, sogar in 3 übergehen. Im letzteren Falle würde 
das Glied gleich 3"-'+^ also mit der nächst vorhergehenden 



y Google 



Von der Theilbaikeit der Zahlen. 35 

Potenz 7,u vereinigen sein, im ersteren würden wir es einer 
ähnlichen UmformEng unterwerfen wie das Glied 2 ■ 3"~'. 
Und wenn man so überall den Ooefficienten 2 fortschafft, wo 
er sich findet, so nimmt der Ausdruck für m die Gestalt an: 

m = c.3''+i + ö.3'' + /;, -S"- 'H 1- 6„, 

wobei jetzt die Ooefficienten nur einen dor Wertho 0, + 1 
haben können. Also: jede positive Zahl lUsst sich aus 
einer ßeihe verschiedener Potenzen der Drei durch 
Addition und Subtraktion Kusammonsotzon. Man 
könnte hiernach auch alle Gewichte von 1 bis 31 Loth mittels 
nur 4 Gewichtsstücken von 1, 3, 9, 27 Lethen herstellen, nur 
müsate mau nothigenfalls diese auf die beiden Wagachalen 
vertheilen, z. B., um 23 Loth abzuwägen, 27 in die eine, 1 
und 3 in die andere Wagschale legen. 

8. Mit Hilfe der Formel (17) beweist sich leicht rein 
arithmetisch ein Satz, der gewöhnlich auf anderem Wege her- 
geleitet wird, seiner Natur nach aber ein zahlentheoretischer 
ist. Ist nämlich eine positive Zahl m in beliebig viel 
positive Summanden zerlegt: 

so ist der Quotient 
(20) 

eine ganze Zahl. Dies ist der sogenannte Polynomial- 
coefficient, d. i. der Coefficient von af ■ «/' ■ s* ■ ■ - in der 
Entwicklung von (a; + «/ + ^ + ■■■)'"- Beschränkt sich die 
Anzahl der Summanden auf zwei, »s = »■ + s, so ist der 
Quotient 

1 - 2 . 3 - . - »i ^ m(m-l )0»-S )...(Bt-»-+l) 

der sogenannte Binomialcoefficient, d. i. der Coefficient 
von x'if""'' in der Entwicklung des Binomes (x -}- !/)™- Man 
beweist nun die Behauptung mittels der angegebenen Hilfs- 
formel folgendermassen : 

Ist jP irgend eine Primzahl < m, so ist zuerst 
5_i + i + i + .., 



i.a.3...r.i.2.s,..s,..i.2.a...f 
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und hieraus 

da ja möglicherweise die Brucbtheile, wolclie bei - , - , ■ ■ ■ 
vernachlässigt werden, wenn man die grössten Ganzen heraus- 
zieht, zusaminengenommen noch eine Einheit für Ey~j liefern 
tonnen. Schreibt man diese Formel so: 

m'5/+s'+ (-+•■■, 
ao folgt wieder 

p -"^ p '^ p 2? 

und nun erst recht 

«(^■)5-Eg) + £(;;) + ... 

oder 



'ä(f)>^(y)-t-*©^ 



u. s. f. Nun bedeutet aber m'-^- m"-\- • ■■ den Exponenten 
der höchsten Potenz von jp, welche im Produkte 1 . 2 . 3 . . . jk, 
ebenso r'-\-r"-\- ■■■ den Exponenten der höchsten Potenz von 
p, welche in 1.2.3 ... »-, s'+s"+ ■■■ denjenigen der höchsten 
Potenz, welche in 1 . 2 . 3 . . . s aufgeht, u. s. w. Im Nenner 
wird also p so oft aufgeben, wie es die Summe 
(,.'+,"+.,.) + (s'+ «•■+...) + ... 

angiebt, welche Summe den obigen Ungleichheiten zufolge 
sicher nicht grösser ist, als m'-\- m"-\- ■■• Hiernach bebt sich 
p aus dem Nenner gegen den Zähler heraus; und da gleiches 
von jedem der Primfaktoren gilt, welche vorkommen können, 
so fällt der Nenner durch Division überhaupt fort, der Bruch 
wird demnach zu einer ganzen Zahl. 

Ist insbesondere m eine Primzahl, so steht der Faktor m 
im Zähler genau einmal, kommt aber im Nenner nicht vor, 
da dort nur kleinere Zahlen stehen, wie m. Man findet daher 
den Zusatz; Ist m eine Primzahl, so ist der Quotient 
(20) eine durch m theilbare ganze Zahl. 
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Ö. Eine andere, nicht iminteresaante Anwendung der 
obigen Formeln wollen wir machen, um einen Satz zu be- 
weisen, welchen Catalan aus der Theorie der elliptischen 
Funktionen gewonnen hat*), den Sata nämlich, dass der 
Quotient 



i . a . 3 . . . ö . 1 . a . 3 . . . (« -f &) . 1 . a . 3 . . . fc 
einer ganzen Zahl gleich ist. 

Denken wir uns der Formel (18) entsprechend a iu die 
Gestalt gebracht: 

(21) ö = Ua^ -f a^i/~^ H \- a^-tp + at, 

worin für jedes i 

(22) 5«,<2)— 1 

ist, und unter p irgend eine Primzahl verstanden werden soll. 
Heisst dann m der Exponent der höclisteu Potenz von p, 
welche im Produkte 1 .2.3...« aufgeht, so ist nach der 
Formel (19) 

(23) «*=-"-""^^-^--- 
Aus (21) folgt aber 

2a = 2«ß ■ p'' + 2o^i ■p''~^ + ■■■ + ^«.t-i -p -\- 2ßj. 
und 

^ - 2«, ./-' + 2«, ■ j,'-" H h 2«._, + ^, 

also, wenn 

gesetzt wird, 

£(^)-2o„.i>'-' + 2«,.i>'-' + - + 2«^.-l> + 2«.-, + <.;. 

Da den Ungleichheiten (22) zufolge 2«* nicht grösser als 
2p — 2, also Kk höchstens gleich 1 sein kann, erreicht 
2Ki—i + a'i: höchstens den Werth 2p — 1; setzt man daher 

so ist «t-i nicht grösser als 1, und man findet 

*) S. NouT. annalea de mathömatiques, par Mr. Gfirono, 1874. 
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E (^) = 2«, -p"--^ + 2«, ■ p'^-' + ■ ■ ■ + 2«, ... 4- 

worin 2K|;_a + «i—i wieder nicht grösser als 2^» - 
kann. Wenn folglich 



/■2a, 3 + «; ,\ 



gesetzt wird nmi ffj'_3, ■ - ■ ähnlich definirt werden -- Zahlen, 
die niemals grösser als 1 sein können — , und wenn endlich 
p'' die höchste in 1 . 2 . 3 ... 2a aufgehende Potenz von p be- 
Keichnet, so findet man, der Formel (17a) gemäss, 

r = __-. --«- -~^'- ■ + ß^ + «;_! + «4-2 H 

Bei der Symmetrie des zu untersuchenden Quotienten be- 
züglich a und b dürfen wir nach Belieben a oder 6 als die 
nicht grossere der beiden Zahlen betrachten; sei ö <; «, so 
kann man ähnlich der Gleichung (21) setzen: 

& = ßaP' + ßiP'-' + ■ - ■ + ßt-il> + ß>., 
wobei möglicherweise einige der höchsten Coefficienten Null 
sein werden, während die Übrigen kleiner als p sind, sodass 
allgemein, (22) analog, 

sein wird. Werden demnach unter ßl, ß/.—i, ß'k—^, - ■ ■ die 
Werthe von 

verstanden, und sind n, s die Exponenten der höchsten Po- 
tenzen von p, welche resp. aufgehen in 1.2,3...?j und in 
1 .2.3... 2 J, so findet man entsprechend die Formeln 

n = — 4 

P - 1 



und ganz ähnlich findet sieh, wenn y!,, yi:—i, y'k—i, • 
resp. für 
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u. s. w. geschrieben werden, für den Exponenten t der höchsten, 
in 1 .2 .'6 ...(a-\-l) aufgehenden Potenz von p der Werth 

, _ t+j^-: hd|t (-. + W z-_i:: + ,; + ,;^, + . . . 

Aus diesen Werthen schliesst man 
r-\-s- (m + « + () = («i + ß'i- yid 

+ («;_ , + ^;_i - n_:) -f («;.-2 + j^;., - yi_,) + ■ ■ ■ 

Die einzelnen gleichartigen Theile des Ausdrucks zur Rechten 
können aber, wie nun gezeigt werden soll, niemals negativ 
sein. In der Tliat 

erstens ist wenigstens eine der Zahlen 2«^, 2ßk nicht 
kleiner als «* + ßt, also wenigstens eine der Zahlen «j, (3* 
nicht Heiner als yi und daher «i + /3* — ^'^ > ö; 

zweitens ist von den beiden Zahlen 2cti—i, 2ßii-i, wenn 
sie ungleich sind, eine, z. B. 2^^_i > «t-i -f- ^s— i + 1; dann 
ist aber, da y'k nie grösser als Eins sein kann, sieher 
2j5,_i + ^;5k^_, + ;3,._i + n- und folglich /5^_i ^ j-J^i. 
Ist dagegen 

so wird wenigstens eine der Zahlen 2o;i_i + ai, 2ji*_i + ;5* 
nach dem zuerst Bewiesenen nicht kleiner als at_] + ßk^i + y*, 
und folglich eine der Zahlen «i_i, /5i_i nicht kleiner als 
yj—i sein. In beiden Fällen schliesst man 
tt^-i + /3i-i— n-i>o. 

In gleicher Weise kann man aber fortfahren, und 
findet demnach endlich so 

S = r + s ^ ()K -(- w + > '-'■ 
Versteht man nunmehr unter p irgend eine der Prim- 
zahlen, welche im Nenner des gedachten Quotienten aufgehen, 
so bedeutet offenbar p^ die höchste in dem Quotienten nach 
möglichster Kürzung noch verbleibende Potenz der Primzahl 
2>; und dem Bewiesenen zufolge hebt sich also jede im Nenner 
aufgehende Primzahl gegen den Zähler fort, und demnach ist 
der Quotient, wie behauptet, gleich einer ganzen Zahh 



y Google 



40 Erster Abschnitt 

10. Eine letzte Anwendung tler Priueipien von der Theü- 
barkeit der Zahlen machen wir zur Ableitung eines all- 
gemeinen Satzes, der sehr mannigfache Anwendungen gestattet, 
und welcher vom Verfasser in seinem Werke „Die Lehre von 
der Kreistheilung etc." entwickelt worden ist.*) Wir ent- 
nehmen diesem Werke den folgenden Abschnitt: 

Sei n irgend eine positive Zahl, p, p', p" , . . . ihre vur- 
öchiedeneu Primfaktoren. Leiten wir aus ihnen folgende 
ßeilien von ganzen Zahlen her; 
(0) n 

([) ^, A, ^r,, . .. 

\ J P P ]? 

(II) A, A, 4\,, . . . 

V J pp ' pp ' p p ' 

(III) — ^, - • ■ 

u. s, w.j bis wir in der letzten Keihe nur die eine Zahl er- 
halten, weiche aus n durch Division mit allen verschiedenen 
darin aufgehenden Primfaktoren entsteht. Die Tb ei 1er all' 
dieser Zahlen, sie seihst und die Einheit immer mit ein- 
gerechnet, sind offenbar keine anderen Zahlen, als die in n 
selbst enthaltenen Theiler. Aus ihnen sollen nun zwei Gruppen 
A und S gebildet werden, indem in die Gruppe A alle Theiler 
der Zahlen mit gerader, in die Gruppe B alle Theiler der 
Zahlen mit ungerader Ziffer aufgenommen werden sollen. 
Dann gilt folgender Satz: 

Jeder Theiler von n findet sich gleich oft in 
jeder der beiden Gruppen, ausgenommen n selbst, das 
nur in A und zwar einmal vorkommt. 

Der letzte Theil des Satzes ist einleuchtend. Um den 
übrigen Theil desselben zu erweisen, bemerken wir, dasa jeder 
Theiler d von n wenigstens einige der Primfaktoren von n 
weniger oft enthalten wird als n selbst; es sollen deshalb die- 
jenigen, welche in d weniger oft enthalten sind als in n, und 
deren Anzahl h sei, durch 
(24) W, m', B5", . . . 

*) Vgl. dazu Dedekjnd, Abrifis einer Theorie der höhoreii Con- 
grueuzen u. s. w. g 22, im Joaruivi f. d. r. u. a, Matliemüitik Bd. 54. 
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bezeiciinel werden. Dann ist klar, dass jede Zahl, welche aus 
n entsteht, wenn man es durch irgend eine Combinatiwn 
solcher Zahlen theiltj den Theiler d haben wird, da sie alle 
übrigen Primfaktoren von n ebenso oft, die PrimfaJitoren der 
Reihe (24) aber mindestens ßo oft wie d enthält; dagegen 
kann d nicht Theiler einer Zahl sein, welche aus n entsteht, 
wenn man es durch eine auch andere Primfaktoren enthaltende 
Combination tlieilt, da eine solche diese letztern weniger oft 
als d enthalten würde. Hieraus folgt, daas d eiuma! in der 
iteihe (0), 7i;inal in der Reihe (1), in der Reibe (II) so oft, als 
die Zahlen (24) zu zweien combinirt werden können, d. h. 
^ ~ - mal, in der Reihe (III) so oft, als sie sich zu dreien 

combiniren lassen, d. h. ■ ■■ -.■ L o " — ii^^l; u- s- f- s-'s Theiler 
enthalten sein wird. Demnach findet sieh, wenn man 
^ . , A(fc-l) , h{k~i ) {Je - 2) (fc - 3) 



b^h- 



_ k(lc — l) (fc — 2} _, h(l:—l){k — 3) (k ~3)(!c~ 4) _ 



setzt und die Reihen fortsetzt, bis sie abbrechen, d in der 
Gnippe Ä genau «mal, und ömal iu der Gruppe B. 

Nun wird behauptet, dass a =^h sei. Dies folgt sofort, 
wenn man in der Formel 

(a; — (/)* = a;* — Ä ■ x'^-'-y + ■ ^7a ' ^~^f 

k(k—i) (ife — 2) i, , , , 
1.2 .3 ^ ■«*""'«/ H 

a' ^= )/ = 1 setzt; und damit ist der Satz vollständig bewiesen. 
11. Bedeuten nun f(n) und if'(«) zwei sahlen- 
theoretiscke Fttnktionen, d. h. Ausdrücke oder Grössen, 
welche bestimmt sind, sobald man dem Argumente n einen 
bestimmten ganzzahligen Werth ertheilt, und stehen sie zu 
einander in der Beziehung, dass für jedes ganz- 
zahlige n 

(25) f(n) = Ml) + ij(d) + H^') + .-. + ^(k) 

ist, wenn 1, d, d', . . . n die sämmtlichen Theiler von 
«, Eins und n selbst mit inbegriffen, bezeichnen, so 
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lässt sich mit Hilfe des vorigen Satzes sehr leicht 
auch umgekehrt die Funiition ip^n) durch /"-Funk- 
tionen ausdrücken. Es ist nämlich 

(26) *(,.) =f(») -2'/'(|) +2fi¥F) -2 ''(-,;■„-) + - 

(I) (II) (in.) 

In diesen einzelnen Summen von /-Funktionen hat ans Argu- 
ment je diejenigen Zahlenreihen zu durchlaufen, die in voriger 
Nummer durch die den Summenzeichen beigefügten römischen 
Ziffern bezeichnet worden sind. 

Die Richtigkeit dieser Formel erkennt man sogleich mit 
Hilfe des vorigen Satzes, wenn mau überall die Funktionen /) 
ihrer Definitionagleichung (25) gemäss, durch eine Summe 
von 1^-Funktionen ersetzt. Denn dadurch nimmt die Gleichung 
(26) folgende Gestalt an: 

,l:n rf:|I) d:|U) 

in welcher die Summenzeichen der Reihe nach die Bedeutung 
haben, dass d alle Theiler von n, alle Theiler der Zahlen (1), 
alle Theiler der Zahlen (II) u. s, w. durchlaufen soll; man 
kann also einfacher schreiben: 

" -^ " 

wenn in der ersten Summe ä alle Zahlen aus der Gruppe A, 
in der zweiten alle Zahlen aus der Gruppe S durchläuft. Da 
aber jede von n verschiedene Zahl ebenso oft in der ersten 
wie in der zweiten Gruppe vorkommt, heben sich die ent- 
sprechenden ^-Funktionen in der Differenz beider Summen 
auf und es bleibt von der ganzen rechten Seite der Gleichung 
nur das tl^n entsprechende Glied ip(n) der ersten Summe 
stehen, womit der Beweis der Formel (26) geliefert ist. 

Um sogleich eine Anwendung dieser Formel zu geben, 
die für uns von grÖsster Bedeutung ist, betrachten wir die 
Beihe der Zahlen 

1, 2, 3, ... n— l, n, 
welche positiv und nicht grösser als n sind. Wenn d irgend 
einen Teiler von n bezeichnet, so befinden sich in dieser Reihe 



y Google 



Von der Thßilbarkeit der ZiiUen. 43 

-j- Zahlen, die Vielfaelie von d sind, alao mit n den gemein- 
samen Theiler d haben, nämlich die Zahlen: 
\-d, 2-d, ?j-d, ■■■ "^-ä. 

Welche von ihnen aber haben mit n den grösateu gemein- 
samen Thüiler d? Offenbar diejenigen Zahlen kd, bei welchen 
k und -; ohne gemeinsamen Theiler sind; denn einerseits 
würden h ■ d und w = -;■ ■ (? den Theiler d'd gemeinsam haben, 
der grösser als d ist, wenn h und -3- einen von 1 verschie- 
denen Theiler d' gemeinsam hätten; andererseits müssten, 
wenn der gemeinsame Theiler d der zwei Zahlen k ■ d und 
— .(?=jj nicht ihr grossester wäre, dieser letztere jedenfalls 
ein Vielfaches von d sein, und demnach müssten k und -j 
noch einen gemeinsamen Theiler haben. 

In der Reihe der obigen Vielfachen von d haben also 
so viel den grösaten gemeinsamen Theiler d mit n, als in 
der Reihe 1, 2, 3, ■ ■ ■ -3- Zahlen ohne gemeinsamen Theiler 
mit y sind. Bezeichnet man daher für jedes ganzzahlige n 
mit ip (n, d) die Menge der Zahlen in der lleihe 1, 2, 3, , . . n, 
welche d zum grössten gemeinsamen Theiler mit n haben, und 
mit 5p(**) die Menge derjenigen Zahlen dieser Reihe, welche 
ohne gemeinsamen Theiler mit n sind, so ist dem Gesagten 
zufolge: 
(27) *(«,<i)-y(j). 

Wenn aber 

1, d, d', d" , . . . n 

die sämmtlichen Theiler von n bedeuten, so ist einleuchtend, 
dass die Zahlen 

n, j , -71 , -TT,, • ■ ■ — 

dieselben Zahlen, nur in umgekehrter Reihenfolge, darstellen. 
Demzufolge ist die Summe 
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(28) *(«, 1) + 4,(,,,d) + i,(n,<r) + ■■■ + *(»,..), 
weiche nach (27) der Summe 

?>(») + yO + flj)-! VfW 

gleich ist, auch gleich der Summe 

■p(i) + 9>('0 + v(fO + ••■ + »(«). 

Indem wir aber alle Zahlen 1, 2, 3, . . , n iu Gruppen theilen, 
in dieselbe Gruppe nämlich alle diejenigen von ihnen ver- 
einigen, welche denselben grössten gemeinsamen Theiler haben 
mit n, kommt offenbar jede Zahl in eine ganz bestimmte 
Gruppe, und die Anzahl der vertheilten Zahlen, n. ist gleich 
der Summe der Mengen, welche in den einzelnen Gruppen 
befindlich sind und durch die einzelnen Glieder des Ausdrucks 

(28) bestimmt werden. Nach alle diesem findet sich die 
Gleichung 

(29) y(l) + y(<i) + y(rf') + ... + ,,(„)_» 

für jedes ganzzahlige w, und nunmehr durch Anwendung der 
Formel (26) der Werth flär fin). Die Anzahl derjenigen 
Zahlen, welche positiv und nicht grösser als n und 
relativ prim sind zu n, beträgt hiernach; 

m in) CHI) 

waa offenbar dasselbe ist, wie 

(30) ^(n) = n{l~^){l-X}{l-X)--; 

wenn p, p', p", . . . die verschiedenen Primzahlen be- 
deuten, aus denen n besteht, 

Ist insbesondere n selbst eine Primzahl p^ so ergiebt sich 
(30a) 9(J>)^P-U 

und, ist's eine Primzahlpotenz, n =p'', so hat man 
(30b) q>(p') =p"' —P"-' =ß"-i(j» — 1). 
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Zweiler Al)scliniU. 

Von den Coiignicnzen. 

1. lü No. 2 dea vorigen Abselinittes ist bereite bemerkt 
wordei], dass die Reste, welche die Zahlen in der natürhchen 
Reihe in Bezug auf einen Divisor oder Modulus n lassen, eine 
Periode bilden: 0, 1, 2, 3, ... » — 1- Werden diese wieder, 
wie dort, auf die Ecken eines dem Kreise einbeschriebenen 
regulären «-Beks gesetzt und nun vom Nullpunkte aus die 
Zahlen der natürlichen Reihe auf jene Ecken gewisaermassen 
aufgewickelt, so leuchtet ein, dasa alle (mod. n) gleich restigen 
Zahlen und au aschli esalich aolche auf dieselbe Ecke, nämlich alle 
Zahlen m von der Form m = g« -|- r auf die durch den Eest 
)■ bezeichnete Ecke, zusammenfallen. Man nennt deshalb 
alle Zahlen, welche (mod. w) denaelben Rest geben, einander 
(mod. j() congruent, und sagt, dasa alle diese Zahlen eine 
einzige Restclasse bilden (mod. m). Nach Gauss wird die 
Congruenz zweier Zahlen m, m' (mod. n) durch das Zeichen 
(1) m'^. m (mod. n) 

ausgedrückt; der Sinn dieses Symbols ist nach dem Gesagten 
der: daas in den Formein 

m'= q • n -\- v' , w( = g - w -(- '' 

ist. Für zwei (mod. vi) congroente Zahlen in, m' wird daher 
die Differenz m'— m ^ (q' — q) ■ n, d. h. durch den Modulus 
n theilbar sein; umgekehrt werden aber auch zwei Zahlen 

m ^ g'- w + »■', «'• = 2 ■ B + »■, 
deren Differenz theilbar ist durch n, congruent (mod. n) sein, 
weil m' — m = (3' — 3) ■ « + r' — r nur dann durch w theil- 
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bar aeiu kanu, wemi r'- — r es ist, d. li, wenn r' ^ r, also 
m', m gleichrestig sind. Hiernach isb die Congruenz 
zweier Zahlen m, m' (mod. n) mit dem Umstände gleicli- 
bedeuteiid, dass ihre Differenz m' — m durch n theil- 
bar ist. 

Sobald man die Ecke oder den Rest r angiebt, welcher 
einer ßestclasse entspricht, sind sämmtliche Zahlen dieser 
Restclasse völlig gegeben, nämlich durch die Formel ■ n ■}- r, 
worin s jede ganze Zahl bedeutet. Man kann daher die 
Zahlen 0, 1, 2, 3, ... n — 1 als die Repräsentanten der 
verschiedenen Restclassen ansehen. Indessen lässt sich 
jede Restclasse ebensowohl auch durch eine beliebige andere 
in ihr enthaltene Zahl völlig bestimmt repräsentiren. Denn, 
ist m eine zur Classe C gehörige Zahl, so ist ihr Rest (mod, n) 
durch die Formel m = qn -{- r mit bestimmt und dann wieder 
sämmtliche Zahlen jener Classe durch die Formel sn -\- r 
oder auch (0 — q)fi -}- m = s'n -\- m, wobei auch unter / 
jede ganze Zahl zu verstehen ist. Hiernach kann man auch 
m als Repräsentanten der Classe C und überhaupt statt der 
Repräsentanten 0, 1, 2, ... n— 1 der verschiedenen Rest- 
classen auf unendlich viel Arten auch andere Systeme von 
Repräsentanten aufstellen, indem man aus jeder Restclasse 
nach Belieben je eine Zahl herausgreift. Heissen die so her- 
ausgegriffenen Zahlen 
(2) r„ r„ r„ . . . r._„ 

SO nennt man ihr System auch wohl ein vollsiÜndigcs 
Restsystem (mod. li). Ein solches wiiren also auch die 
Zahlen 

0, 1, 2, ■■■ n— 1, 

und zwar heisst dieses das System der kleinsten posi- 
tiven Reste. Ein anderes wäre, falls n ungerade, n = 2v-{-l 
ist, das folgende: 
-V, — (v— 1), -■■ — 2, - 1, 0, 1, 2, ■■■ (!■ — l), f; 

dies heisst dann das System der absolut kleinsten Reste. 
Wäre n eine gerade Zahl, so würde letzteres sich nicht völHg 
unzweideutig aufstellen lassen. Doch giebt es, wie gesagt, 
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nothwendig unendlich viel solcher Systeme; für m= 11 würfle 
rnan z. B. anch folgendes wählen können: 

11, — 21, 24, — 8, 4, 16, r^l, — 4, - :5G, 9, 21, 
u. s. f. 

2. Aus der Definition eongruenter Zahlen ergeben sich 
unmittelbar einige einfache Folgerungen. Zunächst ist 
leicht einzusehen, dass alle Zahlen derselben üest- 
classe denselben grcJssten gemeinsamea Theiler mit 
dem Modulua n haben müssen. Dean, ist m'^m (med. m), 
d. h. m' — m '^ h ■ n, so geht jeder gemeinsame Theiler von 
m', n auch in m, und jeder gemeinsame Theiler von m, n 
auch in m' auf. — Ist also insbesondere eine Zahl einer 
Bestclasse relativ prim zu n, so sind es alle Zahlen dieser 
Claase. Hieraus folgt offenbar, dass, wenn aus einem voll- 
ständigen Restsysteme (2) diejenigen Zahlen 
(3) 9„ Q,,^„ ... p„ 

ausgewählt werden, welche ohne gemeinsamen Theiler mit n 
sind, diese Zahlen diejenigen Eestclassen (mod. n) i'epräsen- 
tiren, in welche sich alle relative Primzahlen zu n in Bezug 
auf den Theiler n vertheilen. Die genannten Classen heissen 
die zu n relativ primen Reatclassen, und das System (3), 
durch welches sie repräsentirt werden, ein reducirtes Rest- 
system (mod. n). Die Anzahl v der Zahlen eines reducirten 
Restsystema ist offenbar v = ^{n), wie daraus hervorgeht, 
dass ja als das System (2) auch das System der kleinsten 
positiven Reste 0, 1, 2, ... n — 1 gewählt werden dürfte, in 
welchem (p{n) relative Primzahlen zu n befindlich sind. 

Zweitens bemerken wir, dass, wenn d ein Theiler von 
n ist, aus der Congruenz m'^ m (mod. n) auch die andere 
folgt: m'^ m (mod. d), denn, ist m'— m theilbar durch n, so 
ist's erst recht theilbar durch d. 

Drittens. Wenn zwei Zahlen m, in einander congruent 
sind in Bezug auf jede der Zahlen n, n', n", . . ., in Zeichen: 
m'^^m (mod. n), m'^F. m (mod.n'), . . ., 

so ist auch 

)»'=);( (mod. i^), 
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wenn N tlas kleiuste gemeinsüme Vielfache <Ier Moduln 
n, n', n", , . . ist. In der That soll ja, den Annahmen zu- 
folge, m' — m ein gemeinsames Vielfache der Moduln, also 
nach No. G vor. Abschnittes durch das kleinste gemeinsame 
Vielfache N derselben theilbar sein. 

Hier ist insbesondere der Fall beachtenswerth, wo die 
Moduln n, n', n", . , . relative Primzahlen sind. Nach der 
Schlussbemerkung jeuer Nummer findet sich dann der Satz: 
Zwei Zahlen, welche nach gegebenen, unter einander 
relativ primen Moduln eongruent sind, sind es auch 
in Bezug auf den Modulus, welcher das Produkt der 
ersteren ist. 

Viertens. Zwei Congruenzen, welche in Bezug auf den 
selben Modulus stattfinden: 

(4) m'iiiE i», il'=^ n (moii.n), 

lassen sich, wie Gleichungen, an einander addiren und v"n 
einander subtrahiren, sodass 

m'4: (i'^m + {i (mod.ra) 
resp. ist. Denn nach der Annahme sind die Differenzen 
m' — m, (i' — fi durch n theilbar, gleiches wird also auch 
gelten von den Zahlen 

(w'— w) + (ji'— ft) = («*'+ f*') ~ 0™ + (<■)■ 
Fünftens. ZTwei Congruenzen, welche in Bezug auf den- 
selben Modulus stattfinden, können auch wie Gleichungen in 
einander multiplieirt werden, sodass aus den Congruenzen (4) 
diese neue hervorgeht: 

(5) m'fi'^ Mjt (mod.)»). 

Denn nach der Annahme ist m' — m theilbar durch n, folg- 
lich auch ft'()«'— m) ^ fi'm'— [t'm, d. h. 

jt'm'^ (i'm (mod. n); 
desgleichen ist, der Annahme zufolge, (t' — (i und folglich 
ancli «*(fi' — (i) ^ (i')ii — mft durch n theilbar, also 

mp. ^ n'm (mod, n). 
Die drei Zahlen m[t, m'fi'f ft'm sind also (mod.«) gleichrestig, 
die Conginienz (5) mithin bewiesen. 
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Die Verbindung der beiden letzten Bemerkungen mit ein- 
ander führt au einem aligemeinen Ergebnisse, das sie beide 
in sich enthält. Sei f(x) eine ganze Funktion von x mit 
gan;jzahligen Coefficienten, nämlich: 

f(z) = a^x« + a^x"- 1 + - . ■ + a._,x + «„, 
und seien die beiden Zahlen m, m (mod. «) congruetit, 
so ist, behaupten wir, auch 
(0) /■(.»■) =/(o!)(mod.«). 

Denn durch wiederholte Anwendung 5er letzten Bemerkung 
findet sieh zunäcbat aus m'^ m auch 

öi ■ )«'""' ^ öj ■ m""' {mod. n) 
für jeden der Werthe i = 0, 1, 2, . . . a, und alsdann nach 
der vorletaten Bemerkung dnrcb Addition der diesen Werthen 
von i entsprecb enden Congruenzen die Richtigkeit der be- 
haupteten. 

3. Aber noch eine andere, bedeutungsvollere Bemerkung 
können wir an die Sätze der vorigen Nummer knüpfen. 
Benken wir uns irgend zwei Reatelassen C und T (mod, n) 
und greifen aus jeder ganz willkürlich ein Individuum, d. i. 
eine darin enthaltene Zahl m resp. (i heraus, so wird die 
Zahl m + (t zu einer ganz bestimmten Restciasse gehören 
oder eine solche repräsentiren, die wir S nennen wollen. 
Nach der vierten Bemerkung vorigei: Nummer ist letztere 
aber völlig unabhängig von der Wahl der Repräsentanten m, jt 
jener Classen; denn, wenn wir statt ihrer irgendwelche ihnen 
(mod. n) congruenten, d. i. denselben Classen angehörigen 
Zahlen m', (t' wählen, so gehört m'-\- ji' derselben Classe 
an wie m -{- /i. Demnach ist die Classe jS von der indivi- 
duellen Wahl der Repräsentanten unabhängig und allein von 
den Classen C imd F selbst bestimmt. Man darf sie als 
eine durch eine gewisse Verknüpfung dieser Classen ent- 
standene Classe bezeichnen, und zwar, der Analogie und 
der Art der Verknüpfung nach, als Summe der Classen C 
und r, in Zeichen: S =^ G -{- F, da die Zahlen von S ent- 
stehen, indem je eine Zahl von G mit je einer Zahl von F 
durch Addition verknüpft wird; denn nicht nur entstand durch 
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solche Verknüpfung stets eine Zahl der Classe 8, sondern 
auch umgekehrt, wenn s eine solche Zahl bezeichnet, sodass 

s = m + (1 (mod. n) 
ist, und vi' ist irgend eine Zahl der Classe G, d. i. 

m'^ m (mod.n), 
so folgt 

s — m'E^ [i (mod.w), 

d, h, s lässt sich finden als Summe einer Zahl m', welche zur 
Classe C, und einer Zahl s — m', welche zur Classe JT gehört. 

In derselben Weise gehört m — (i einer bestimmten 
Classe J) an, welche, nach derselben vierten Bemerkung vor. 
Nummer, von der individuellen Wahl der Eepräsentanteo un- 
abhängig, allein durch die Ciassen C und F selbst bestimmt 
ist und als eine durch subtraktive Verknüpfung derselben ent- 
standene Classe, als Differenz der Ciassen G und F auf- 
gefasst werden kann, in Zeichen: D = C — T, weil jede 
ihrer Zahlen entsteht, indem je eine Zahl von F von je einer 
Zahl von subtrahirt wird. 

Endlich lehrt die fünfte Bemerkung vor. Nummer, dass 
das Produkt mjt einer bestimmten Classe P angehört, welche 
nicht von den willkürlich gewählten Repräsentanten der 
Ciassen C und F, sondern nur von diesen Ciassen selbst ab- 
hängig ist und ihrer Entstehungs weise nach als das Produkt 
derselben, in Zeichen: F=C-r, deünirt werden kann. 

So entsteht aus der einfachsten Erwägung eine 
Rechnung, welche nicht Zahlen mehr zu Elementen 
hat, sondern Kestelassen; und es ist einleuchtend, 
dass die definirten Rechnungsoperationen mit solchen 
Restclassen genau dieselben Gesetze befolgen werden, 
wie die für die Zahlen in Erinnerung gebrachten. 
Insbesondere ist offenbar die Multiplikation der Restclassen 
eine commutative Operation. 

Doch müssen wir auch auf einen gewissen unter- 
schied zwischen der Rechnung mit Restclassen und 
derjenigen mit ganzen Zahlen aufmerksam machen. Bei 
der letztern schliesst man aus der Gleichheit 
(7) ain = bm oder auch ma = mb 
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die andere: 

eine Eigenschaft der gewöhnlichen MultipUkation, welche wir 
kurz dadurch angedeutet haben, dass wir sie eine einpaarige 
Operation nannten. Bei den Restclassen findet nun dasselbe 
nicht immer statt; denn die Gleichheit 

c-r^c'-r oder r-c-=r-c' 

wurde nichts anderes besagen, als die Congruenz 

cy ^ c'y (raoi.n), 
wenn c,c', y beliebige Repräsentanten der drei Olassen 
C, C, r bezeichnen. Aus der Theilbarkeit der Differenz 
cy — c'y = {c — c')y durch n folgt aber nur dann, dass 
auch c — c durch n theilbar, oder c^c' (mod. w) und folg- 
lich C = C ist, wenn y relativ prim zu n ist, V also 
eine der relativen Primeiasaen für den Modulus n be- 
deutet, Uebrigens ist hinzuzufügen, dass im Grunde doch 
auch bei der gewöhnlichen Multiplikation ein analoger Vor- 
behalt gilt; denn aus den Gleichheiten (7) läast sieh a = h 
auch nur unter der Voraussetzung erschliessen, dass m 
nicht ist. 

4. Eine Erweiterung der Begriffe und der Operationen, 
wie wir ihr hier begegnet sind, ist stets von der grössten Be- 
deutung für den Fortschritt der mathematischen Wissenschaft, 
und bald werden wir in der That sehen, welche interessanten 
Ergebnisse mittels der neuen Rechnungsweise sich herleiten 
lassen. 

Ziinächst jedoch bleiben wir noch einen Äugenblick bei 
dem Begriffe der Congruenz stehen, um auch an diesem zu 
zeigen, in wie beträchtlichem Maasse er sich erweitern lässt. 
Wir nannten zwei Zahlen m, m' (mod. n) congruent, wenn 
ihr Unterschied m' — m durch n theilbar ist oder derjenigen 
ßestclasse (mod. n) angehört, welche die sämmtlichen durch n 
theilbaren Zahlen umfasst und als deren Repräsentanten wir 
etwa die Null ansehen können. Die Zahlen dieser Classe 
haben nun offenbar die Eigenschaft, dass Summe und 
Differenz je zweier von ihnen, ob sie beide verschie- 
den sind oder nicht wieder eine von ihnen ist. Ein 
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System von Zahlen nun, welche diese charakte- 
ristische Eigenschaft haben, nennen wir, nach Dede- 
kind's Vorgange*), einen Modulus von Zahlen; und 
zwar brauchen die Zahlen, welche das System bilden, keines- 
wegs ganze Zahlen zu sein, mit denen wir es hier zu thuu 
hatten, sondern können den allgemeinen Zahlengattungen an- 
gehören, welche der Algebra und Analysis entspringen; wir 
brauchen die Elemente des Systems nicht einmal als eigent- 
liche Zahlen vorausKusetzeu, sondern als irgend welche Kech- 
nungselemente, wie wir solche Elemente, die nach bestimmten 
Regeln zur Summe und zur Differenz verknüpft werden können, 
soeben in den Eestclassen erkannt haben. Wenn nun M 
einen solchen Modulus von — eigentlichen oder un- 
eigentlichen — Zahlen vorstellt, so kann man zwei 
Zahlen resp. Elemente (t, (i' irgend welcher Art (mod. iÜ) 
congruent nennen, wenn ihre Differenz eine Zahl resp. 
ein Element des Modulus Mini, genau so, wie es vorher 
für die Congruenz von ganzen Zahlen mit Bezug auf einen 
ganzzahligen Modulus geschehen ist. Verwendet man zum 
Ausdrucke dieser Beziehung wieder das Zeichen 

[i^ fi' (moä.M), 
so werden, wie ohne Schwierigkeit zu erkennen ist, dieselben 
drei letzten Sätze in Geltung bleiben, die wir in No. 2 für die 
Zahlencongruenzen abgeleitet haben, vorausgesetzt, dass für 
die gegenwärtig der Betrachtung unterliegenden Zahlen oder 
Elemente die gewöhnlichen Rechnungsregeln Gültigkeit be- 
halten. Wir wollen ein Beispiel dieser verallgemei- 
nerten Congruenzbeziehung hier ausführlicher be- 
sprechen, welches in nächstem Zusammenhange mit 
unserm eigentlichen Gegenstände steht. 

Denken wir uns eine ganze Funktion von x vom Grade 
m mit ganzzahligen Coefflcienten : 

(8) f(x) = «0^"' + »liK"— 1 H h a„;-,x + o,„ , 

und eine ganze positive Zahl n. Alle diese Funktionen bilden 
offenbar nach der Dedekind'schen Definition einen Modulus, 

*) Vüi-lesungea iilier ZEbhleutbeorie, 3. Aufl., pag. 479. 
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wenigstüns, wenn wir überei 
Grades auch diejenigen geri 
mitzurechnen, da alsdann di 



nkomnien, zu den Funktionen )«**" 
ngeren Grades als apeciellen B'all 
Summe und Differenz je zweier 
Funktionen von der Art (8) nothwendig wieder eine solche 
Funktion ist. Scheiden wir jedoch aus ihrer Gesammtheit alle 
diejenigen aus, bei welchen die Coeffieienton ö; säramthch 
durch n theilbar sind, so bilden, wie man einsieht, auch diese 
letztern wieder einen Modulus, den wir M nennen wollen. 
Und nunmehr kann man zwei der Funktionen (8), etwa 
f'{x} = OaX"" + a'ix"^—^ + ■■■ + a'm—iX + ß« 
f'{x) = a^j'x"" + aix""-^ ^... ^ K,-.iX + «™, 
congruent oder incongruent nennen (mod. M), jenaehdem ihr 
Unterschied 

f (a;) — f (a:) = (a^ - a-i, ) x'" -\- («J — a[') x'"--'- -\ 1- a'„, — «,',; 

dem Modulus M angehört oder nicht, d. h. in diesem Falle: 
jenachdem die sämmtlichen Coefficienten dieser Differenz durch 
n theilbar sind oder nicht. Das Zeichen 

(9) fXx)^r(x)(moA.M) 

besagt mit andern Worten dasselbe, wie das System von ge- 
wöhnlichen Zahlencongruenzen 

(10) a^^ai,', ai^aij . . . «,'„^«™ (mod. w). 

Und für die so definirten Congrucnzen (9) lassen sich 
nun dieselben Sätze nachweisen, wie wir sie für gewöhnliche 
Zahlencongruenzen gefunden haben. Zum Beispiel — hierauf 
wollen wir uns beschränken — lassen sich alle Funktionen (S) 
in eine endliche Menge Ton Restclassen vertheilen, indem man 
in ein und dieselbe Restclasee stets diejenigen Funktionen zu- 
aammenfftsat, welche (mod. M) congruent sind, wobei ersicht- 
lich jede Punktion nur in eine bestimmte Restclasse kommen 
kann; die Anzahl dieser Restclassen wollen wir hier be- 
stimmen. 

In der Funktion f(x) kann jeder der Coefficienten (mod. n) 
einen der n Beate 0, 1, 2, ... w— 1 lassen, und da sich 
m + 1 Coefficienten darin vorfinden, bieten dieselben im 
Ganzen w™+^ mögliche Itestcombinatiouen der Coefficienten 
dar. Zwei Funktionen f{x) und fXx) sind aber nach (10) 
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dann und mir dann (mod, M) zu derselben Restclassc gehörig, 
wenn die entsprechenden Ooefficienten in ihnen (mod. n) con- 
gruent sind, d. i. wenn die m -\- 1 Ooefficienten in beiden die- 
selbe ResteombiEation darbieten. Demnach giebt es genau 
soviel ßestclassen (mod. üf), als es solcher ßestcom- 
binationen (mod. n) giebt, nämlich m'"+\ Diese Be- 
stimmung setzt jedoch voraus, dass man auch solche Punk- 
tionen f(x) vom Grade m nennt, bei welchen «^ eiee; (mod, n) 
ist, was man bei dieser Cougruenzbetraehtung gewöhnlich 
nicht thut, weil ja eine solche Funktion (mod. M) der 
Funktion 

a^x-i + a,z—' -i h",. 

nur noch vom m — 1*°" Grade congruent sein würde. Scheidet 
mau daher diese Funktionen von denjenigen in*^" Grades aus, 
ao fallen die ff Eestclaesen, in welche sie sich dem obigen 
zufolge vertheilen, von der zuvor bestimmten Anzahl fort, und 
die eigentlichen Punlitionen m'™ Grades zerfallen 
(uiod. JK) in n'^{n- — 1) verschiedene Restclaasen. 

Unter diesen eigentlichen Funktionen m'™ Grades (mod. M) 
pflegt man diejenigen hervorzuheben und als primär zu be- 
zeichnen, bei welchen der Ooefficient a^ ^ 1 (mod, n) ist. 
Werden uur diese betrachtet, so köunen die übrigen jw Ooeffi- 
cienten nur noch n"' verschiedene Restcombinationen (mod. n) 
liefern und die Anzahl der Restclaasen, in welche sich 
die primären Funktionen m*™ Grades (mod. M) ver- 
theilen, beträgt folglich nur n'". 

5. Nach (9) wird man, wenn alle Ooefficienten der 
Funktion f(x) durch, n tlieilbar sind, dies durch die Cou- 
gruenz 
(11) f'{x) ~ (mod, M) 

ausdrücken können, wobei x eine Unbestimmte bedeutet. 
Welchen ganzzahligen Werth wir nun dieser auch beilegen 
mögen, wir werden doch, da sämmtliehe Ooefficienten in f(x) 
durch n theilbar sind, als Werth von f{x) dann nothwendig 
eine gleichfalls durch n theilbare Zahl erhalten, und er- 
schliessen demnach aus der Oongtuenz (11) das Be- 
stohen der folgenden: 
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(12) f\x) = (mod. n) 
für jeden ganzKahligen Werth von x. 

Hat nun eine Coagraenz 

(13) f{x) = (mod. n) 

auch in dem Falle einen Sinn, wo niett alle Coefficienten 
von f{x) durch n theilbar sind, und welches ist dieser Sinn? 
In der That, sie hat auch dann einen Sinn, nämlich den einer 
zu lösenden Aufgabe. Nicht so, wie die Congruenz (12), wird 
diese für jede ganze Zahl erfüllt sein; es bleibt im Gegentheil 
von Tornherein zweifelhaft, ob es ganze Zahlen x giebt, . die 
[{£) zu einer durch n theilbaren ganzen Zahl machen also 
der Congruenz genügen. Demnach stellt uns eine Congrueuz 
(13), in welcher nicht alle Coefficienten durch n theilbar 
sind, die Aufgabe, die etwa vorhandenen gan^zahligen Werthe 
von X, welche ihr genügen — ihre Wurzeln — , zu suchen, 
oder, kürzer gesagt: die Congruenz zu lösen. Die beiden 
Congruenzen (12) und (13) unterscheiden sich also von ein- 
ander, wie eine Identität von einer zu lösenden Gleichung 

Es entsteht aus dieser Aufgabe eine Theorie von ahn- 
hchem Umfange wie die Lehre von der Auflösung dei Glei- 
chungen: nämlich die Lehre von den Congruenzen beliebigen 
Grades und von ihrer Auflösung, und diese Lehre lasst sith 
passender Weise ähnlich gliedern und anordnen, wie die der 
Gleichungen, indem man zuerst die Congruenzen ersten Giades, 
dann zweiten und höheren Grades betrachtet. Die auefuhi- 
lichere Verfolgung dieser Richtung würde uns aber zu weit 
von den Grundlehren der Zahlentheorie abführen, iiii weiden 
uns im Folgenden ausschliesslich auf die Congruenzen ersten 
Grades und eine einfache Gattung von solchen höheren Grades 
beschränken müssen. Nur einen allgemeinen Satz über Con- 
gruenzen eines beliebigen Grades müssen wir hier einschalten, 
werden jedoch dabei wieder die andere Beschränkung ein- 
führen, dass der Modulus n eine Primzahl p sei. Dieser Satz 
lautet: 

Eine Congruenz 

(14) f{x)::r.O (mod.p), 
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in welcher der Moduhis eine Primzahl, f{x) aber eine 
ganze Funktion von X vom Grade m mit ganzzahligen 
Coefficienten ist, deren höchster a^ nicht durchp auf- 
geht, kann höchstens m unter einander (mod. ^) in- 
congruentö Lösungen haben. 

Zum Beweise nehmen wir an, sie hätte mehr als m, also 
mindestens m-\-l unter einander incongruente Lösungen, z.B. 



und nennen P den Modulus all' derjenigen Funktionen m*™ 
Grades, deren Coefficienten durch p theilbar sind. Da, nach 
der' Voraussetzung, /"(««) eine durch p theilbare Zahl, würde 
die Congruenz stattfinden 

/■Wsf(l)-«»,.)(mod.P), 
der mau, weil die rechte Seite algebraisch durch x — a,„ theil- 
bar ist, auch folgende Form geben kami: 
(1 5) f(x) -=-:{x — «„0 ■ /; (a;) (mod. P) , 

wenn unter /j {x) eine gewisse ganze und ganzzahlige Funktion 
von X vom m — 1*™ Grade verstanden wird. In einer solchen 
Congruenz bedeutet x eine Unbestimmte, der man jeden Werth 
beilegen kann; dem Sinne der Congruenz gemäss aber geht 
für jeden ganzzahligen Werth von x aus ihr die andere 
hervor: 

/■(«!) = (»-«..)-/;w{™ii>). 

und wenn nun in dieser x = «m— i gewählt wird, ergiebt sich 
-- nach den Annahmen — , dass 

(a™_i — «„,)./, («,„^0 -■- (mod, 2>), 

und da der erste Faktor der Voraussetzung nach nicht durch 
j} theilbar ist, dasa /i(Km-i) es sein, d. h. dass ß,„_i eine 
Lösung der Congruenz 

f,(x)-=^<) (mod. p) 
sein müsste. Ganz, wie die Congruenz (15) aus (14) her- 
geleitet worden ist, würde aus der vorstehenden die folgende 
hervorgehen: 

AW = (»!-<.,.-.)-/,W(mocl.P), 
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wobei f^(a:) eine ganze Funktion vom m — 2'™ Grade be- 
zeichnet. Hieraus folgte für (lö) die neue Gestalt: 

fix) = (x- «^_0 (x - «„,) ■ r, (x) («.od. P) , 
also für jedes ganznahlige x auch (mod.jj). Nun würde «,„_a 
der Congruenz 

fi{x)^0 (mod.p) 
genügen, u. s. w., und so käme man sehliesslicli zu einer Con- 
gruenz von der Form: 

««) = f, ■ (a; -«,)(*-«,)■■■ (»i -«.) (moil. P) , 
WO fm eine ganze Funktion vom O'"" Grade, d. i, ein von x 
unabhängiger oonstanter Faktor sein würde, der, dem Sinne 
einer solchen Oongruenz zufolge, dorn höchsten Coefficienten 
links, d. i. a^, (moä. p) congruent sein müsste. Für jedes 
ganzzahlige x würde sich hieraus 

««) s a.(a. -.,) (ä! -«,)... (J -«,.) (moi ,;) 
und folglich, wenn x ^ et gewählt wird, 

o. f. -«,)(»--»,)■..(« - «..) = (mod, rt 
ergeben. Es miisste demnach das Produkt zur Linken, in 
welchem nach den Voraussetzungen kein Faktor durch die 
Primzahl p theilbac sein kann, durch p aufgehn, was gegen 
den Fund amental Satz yerstösst, den wir früher bewiesen haben. 

6. Wir führen jetzt einen allgemeinen Begriff ein, der 
nicht nur in der Zahlentheorie, sondern auch in mancherlei 
anderen Gebieten der Mathematik eine grosse Rolle spielt: 
den Begriff der Gruppe. Man nennt (endliche) Gruppe 
eine endliche Reihe von Zahlen, welche die Eigen- 
schaft hat, daas das Produkt irgend einer jener Zahlen 
mit wieder irgend einer von ihnen, gleichviel, ob 
diese zweite mit der erstem identisch ist oder nicht, 
wieder eine Zahl derselben Reihe ist. 

Dieser Begriff ist freilich ohne Nutzen, wenn wir die 
Betrachtung auf ganze Zahlen beschränken, denn es giebt 
keine endliche Reihe ganzer Zahlen, für welche er zuträfe. 
Betrachten wir dagegen einmal sogenannte algebraische Zahlen, 
d, i. die Wurzeln algebraischer Gleichungen, deren Coefficienten 
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ganze Zalilen sind, z. ß. äie m Wurzeln der einfachen Glei- 
chung x"'=lj die sogenannten jb^™ Einheitswui7,eln ^j, ^^t 
in, '50 bilden diese offenbai eine Giuppe, denn, wenn §, 
mit ii, wo fui Ä, auch dei Weith h'^i zulassig i&t, multi- 
phcirt wild, so entstellt | |i, und di sowohl ir = l, als auch 
li' = 1 istj so wird auch {£ |(") ' = 1, d i auch ^, £j eine w'° 
Eiuheitswuizel sein — Wii biauehen dbei bei Anwendung 
des Gcruppenbegiiffe'i wiedei giii niclit an eigentliebe Zahlen 
7U denken, sondern können ihn auch dann anwenden, wenn 
wn statt dei letztein iigend welche Elemente haben, die wie 
Zahlen nach bestimmten Rechnungsiegeln verknüpft werden 
sollen, wenn mii fui diese Elemente die Multiplikation m be 
stimmter Weise definirt ist. Z. B. können wir unter Zahl da- 
bei die Restclassen (mod. n) verstehen, und in der That ist 
leicht einzusehen, dass die siimmtlichen Restclassen 
(mod. n) eine Gruppe bilden. Denn, wenn 

(16) J^o, B,, B^, ... i;„-i 
die n ßestclassen (mod. w) bezeichnen, und 

r^, r^, r^j ... r^—i 
sind irgend welche Repräsentanten derselben, so haben wir 
unter dem Produkte i^ ■ Äj, zweier Restclassen wieder eine ganz 
bestimmte Restclasse iJ/, verstanden, diejenige nämlich, zn 
welcher die Zahl riTj, (mod. n) gehört, der Art, dass 

rifk ^ r^ (mod. «) 
ist. Das Produkt gehört also wieder der Reihe (16) an. 

Desgleichen, wenn wir nur die ^{ft) zu n relativ 
primen Restclassen 

(17) P„ P„... P„.| 
betrachten, und nennen ihre Repräsentanten 

(18) Pi, p3, ... pyW' 

so bilden auch sie wieder eine Gruppe. Denn das Pro- 
dukt Pi ■ Pi ist wieder eine bestimmte Restklasse, die dadurch 
charakterisirt ist, dass ihr die Zahl $. p^, angehört, welche 
offenbar zu « relativ prim, also einer Zahl p,^ des reducirteu 
Bestsystems (18) congvuent ist; demnach ist Pj = P,Pt, d. h. 
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das Produkt von irgend zwei Elementen der lieilie (17) ist 
wieder ein Element dieser Reihe, w. z. b. w. 

Aus der Definition der Gruppe fliessen nun unmittelbar 
einige Folgerungen, welche zunächst abgeleitet werden sollen. 
Wir setzen dabei die Multiplikation für die Zahlen oder Ele- 
mente, aus denen die Gruppe besteht, als einpaarig und asso- 
eiativ voraus. Sei also 
(19) a, »1, a^, ... a,„-i 

irgend eine Gruppe von tn Zahlen oder Elementen. Die auf- 
einanderfolgenden Potenzen a, a^, a', ... gehören, der Defini- 
tion der Gruppe gemäss, sämmtlich zu derselben; da aber die 
Anzahl ihrer Glieder nur gleich m, die der Potenzen aber un- 
begrenzt ist, müssen nothwendig gewisse der letztern mit ein- 
ander identisch sein, z. B. öj'' = «", wobei (t > v angenommen 
werden darf, sodass man, wenn die positive Zahl fi — v ^ d 
gesetzt wird, die Gleichheit auch so schreiben kann: 

a^ ■ a'' = a'' 
oder auch 

a" ■ a'' = a'' . 

Bezüglich der Multiplikation mit a" spielt hiernach das Ele- 
ment öl'' vollkommen die Rolle der Einheit; es thut dies aber 
auch bei der Multiplikation mit irgend einem Gliede der 
Gruppe überhaupt. Denn jedenfalls ist 
tti- a''+^ = (fj- a', 
wofür man schreiben kann; 

und folglich wegen der vorausgesetzten Ein paarigkeit der 
Multiplikation auch 

ai -«'' = «- 

und in gleicher Weise ist 

d. h. 

a'' ■ (tt* ■ a-i) = a" ■ «; , 
folglich auch 

ö'' ■ a-i == ai . 

Also: in jeder Gruppe giebt es ein Element (es sei 
dies das Element d), welches die Rolle der Einheit bei 
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der Multiplikation von Elementen spielt nnd deshalb 
der Einheit äquivalent heiasen mag; wir deuten es 
aus dieser Rücksicht geradezu durch das Zeichen 1 
an, sodass man die Gruppe (19) hinfort so schreiben kann: 
{19a) Ij «1, a.2, ... öm-i- 

Man ersehliesst aher aus dem Vorstehenden dann noch 
einen weiteren Satz, nämlich: Für jedes Element ö; einer 
Gruppe giebt es einen Exponenten, zu welchem er- 
hohen es der Einheit äquivalent wird. 

Ist di der kleinste Exponent dieser Art, so werden 
wir sagen, das Element gehöre zum Exponenten äi. 
In diesem Falle sind die Potenzen 
1, a., a., ... a.'~ 
von einander verschieden; denn aus der Gleichheit zweier 
von ihnen würde offenbar die Existenz einer Potenz von «( 
mit noch kleinerem Exponenten als di folgen, welche der Ein- 
heit äquivalent wäre, gegen die Bedeutung von di. 

Hieraus folgt leicht folgender Hauptsatz über Gruppen*): 
Sind Ij «j, ffg, ... a^_i und a irgend welche Elemente, 
welche eine einpaarige und associative Multiplikation 
zulassen, und bilden die ersteren zudem eine Gruppe, 
so wird die Reihe der Produkte 
(20) a, aa,, an^, ... aa,„^i 

aus verschiedenen Elementen bestehen und mit der 
Gruppe (19a) identisch oder günzlich von ihr ver- 
schieden sein, jenachdom « zur Gruppe gehört oder 
nicht,**) 

Die Verschiedenheit der Elemente (20) folgt aus der über 
die Multiplikation gemachten Voraussetzung. Wenn nun 

*) Im Grunde haben wir von ihm schon Gebriiucb gemacht bei der 
Betrachtung in No. 2 des vor. Abschnittes, 
**) Das Gleiche gilt von der Reihe 

welche mit der obigen nur dann identisch ist, wenn die Multiplikation 
der hiet betrachteten Elemente commutativ ist, was nicht immer der 
Fall zu sein braucht. 
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zweitens « ein Element der Gruppe ist, so gehören, der De- 
finition der letzteren gemäss, sämmtliche Produkte (20) ilir an, 
und müssen sie erfüllen. Wenn dagegen a kein Element der 
Gruppe ist, so kann überhaupt keins jener Produkte zu dieser 
geboren, weil aus einer Gleichheit von der Form 

ai-h = «(.- 
die folgende: 



hervorginge, in welcher a'.^ der Einheit äquivalent, das Pro- 
dukt o,^-a^'~^ aber mit einem gewissen Elemente a^^ der 
Gruppe identisch wäre, sodass man einfacher 

d. i. einen Widerspruch gegen die Voraussetzungen erhielte. 
7. Von letzterem Satze machen wir nun einige sehr 
wichtige Anwendungen auf die Restelassen (mod. n). Muiti- 
pliciren wir die Restelassen (16), desgleichen auch die relativ 
primen Restelassen (17) mit irgend einer zu n relativ primeu 
Restelasse P, in Bezug auf welche nach der am Schlüsse von 
No, 3 gemachten Bemerkung die Multiplikation einpaarig ist, 
so werden, dem Satze zufolge, die Produkte 

PR^, PE^, PE^, ... Plin-i, 
resp. 

PP„ PP„ ... PP,fi„i 

wieder — von der Reihenfolge abgesehen — mit den Rest- 
elassen (16) resp. (17) identisch sein. Mit anderen Worten: 
wenn q den Repräsentanten von P bedeutet, so müssen 
die Produkte 

(21) Qr„ Qr„ Qr,, ... qt^^, 

resp. 

(21a) pp^, pps, ... pp,^(„), 

in gewisser Reihenfolge genommen, den Zahlen 



(mod. )() congruent ^ 
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Diese einfache Bemerkung bildet zunächst die 
Grundlage für die Auflösung der Congruenzen ersten 
Grades, ä. i. der Congruenzen von der Form: 

(22) qx ^^ TO (mod. n) , 

in welcher 2, ^ und n ^egehene /ihlen sml Nicht immer 
ist eine solche Congiuenz duidi eine ganze Zahl j Irsnar; 
denn, hätten q, n einen von 1 vei st hie denen grossten gemein- 
samen Theiler d, so wurde durch die'.en auch dis Piodukt 
q^x theilhar sein, welche ganze Zahl immer fui x ge&et7t werde; 
mithin müaste auch m diesen Theilei haben und die Con- 
gruenz würde unlösbar wenn ui ihn muht hatte Weiden da- 
gegen, wenn m diesen Theilei hat, 

- 9.'=q'd, n==n'd, m^m'd 
gesetzt, wo nun g', n' ohne gemeinsamen Theiler sind, so wird 
die Theilbarkeit der Differenz 

qx ^ m = d{q'x — in') 
durch 

n = dn' 

gleichbedeutend sein mit der Theilbai-keit der Differenz 
q'x — m' darch n'j d. h. die obige Congruenz iat gleich- 
bedeutend mit der folgenden: 

(23) q'x :^£ m' (mod. n) , 

in welcher q', n' relative Primzahlen sind. Wir dürfen uns 
mit andern Worten hinfort auf den Fall beschränken, in 
welchem q, n in der Congruenz (22) keinen von 1 verschie- 
denen gemeinsamen Theiler haben, d. h. q eine der Zahlen 
ist, welche wir allgemein q genannt haben, 
Eine Congruenz von der Form 

(24) QX EEE m (mod. it) 

ist aber stets losbar, wie aus dem zuvor bewiesenen Satze 
sogleich folgt. In der That, wenn für x successive die Werthe 
^of ^u *'si - - - ''«— 1 gesetzt werden, so repräsentiren, wie ge- 
zeigt, die entstehenden Produkte die sämmtlichen Restclassen 
(mod. «), darunter also einmal auch diejenige Restclasse, der 
«i angehört. Geschieht letzteres für x = r,-, so ist 
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Q ■ Ti^m (mod. n), 
ä, h. x = Tf eine Lösiong der gegebenen Coiigmenz. Nicht 
minder aber wird jede andere ganze Zahl x, welche r,- (mod. w) 
congruent ist, diese Congruenz erfüllen, sodass man unendlich 
viel Lösungen derselben erhält durch die Formel 

X ^. }-; (mod. n) . 
Da sie aber sämmtlich ein- und derselben Eestclasse angehören, 
und in den Congruenzen (raod. n) alle Individuen derselben 
Eeatclasae für einander eintreten können und sich also nur 
vfie eine einzige Zahl verhalten, so sieht man jene un- 
endlich vielen unter einander congruenten Lösungen 
nur für eine einzige Wursiel an. Und in gleicher Weise 
rechnet man auch bei anderen Congruenzen nur solche 
Lösungen als verschiedene Wurzeln, die nach dem Modulus 
incongruent sind. 

Nach diesem Spraehgebrauche kann man dann z. B. den 
am Schlüsse von No. 5 bewiesenen Satz ganz einfach dahin 
aussprechen, dass die Congruenz (14) höchstens m ver- 
schiedene Wurzeln habe. Und das eben gewonnene Er- 
gebniss kann in den Satz gefasst werden; dass eine Con- 
gruenz von der Art (24), in welcher der Coefficient 
der Unbestimmten relative Primzahl zum Modulus 
ist, stets eine und nur eine einzige Wurzel hat. Denn 
wäre a; = r noch eine zweite Wurzel, r also eine mit ri (mod. n) 
incongruente Zahl, welche der Congruenz genügt, so hätte man 
gleichzeitig 

pr; EES Mi, ^r ^ m- (mod. «) , 
also 

p (r — n) ^ (mod. n) , 
d. h. das Produkt müsste durch n theilbar sein, während doch 
nach den Voraussetzungen der erste Paktor relativ prim gegen 
n und der zweite nicht durch n theilbar ist. 

8. Etwas anders verhalten sich die Congruenzen 
ersten Grades von der Form (22), bei welchen der 
Coefficient q der Unbestimmten mit dem Modulus n 
einen grössten gemeinsamen Theilerd>l hat. Eine 
solche, wenn sie überhaupt möglich war, war gleichbedeutend 
mit der andern: 
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j'iT ^ m (mod, «') . 
Da aber in dieser nun 3', w' relativ prim sind, so hat sie, 
dem soeben Bewiesenen zufolge, unendlich viel Lösungen, 
welche durch eine Congruenz von der Form 

(25) x^^E^r (mod. n'') 

gegeben werden; indessen sind diese, zwar für den Moduln'« 
n' congruenten Lösungen doch nicht auch alle (mod. w) 
congruent, zerfallen vielmehr in ä verschiedene Restclassen 
(mod. ra) und repräsentiren daher auch ä verschiedene 
Wiirsfün der gegebenen Congruenz. Denn die Be- 
ziehung (25) sagt dasselbe wie die Gleichung 

wenn für s alle ganzen Zahlen gesetzt werden; diese aber 
nimmt, wenn z in der Form äy -{- e gedacht wird, in welche 
es jederzeit gesetzt werden kann, während e eine der Zahlen 
0, 1, 2, ... d — 1 bezeichnet, die Gestalt an: 

a; = (»- + nc) -f mj 
oder 

3; :^ >• + «'e (mod. w), 

und stellt, entsprechend den möglichen Werthen von e, die 
d. (mod. n) incongruenten Wurzeln der Congruenz (22) vor, 
nämlich: 

(26) a: = *-, XE^r^n, x=-- r ~\-2n , ... x~r + {d-i)n' 

(mod, n). 
Zum Beispiel, wenn die Congruenz vorliegt: 
30a: = 42 (mod. 108), 
so ist ö = 6; da m = 42 durch 6 theilbar ist, ist die Con- 
gruenz lösbar und gleichbedeutend mit dieser: 

ÖX—.1 (mod. 18). 
Als ihre Wurzel findet man leicht 

X =-z ö (mod. 18), 

und hieraus folgen als Wurzeln der gegebenen Congruenz: 

a:-;:ö, 23, 41, 59, 77, 95 (mod. 108). 
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Die Auflösung der Congruenz (22) ist im Grunde 
nichts anderes, als die ganzzahlige Auflösung der un- 
beatimmten Gleichung ersten Gradea von der Form 

(27) qx — ny •= m. 

Denn, wenn eine solche überhaupt lösbar ist, und x, y be- 
zeichnen zwei ganze Zahlen, welche sie befriedigen, so folgt 
qx = m-{-n- y, d. i. 

qx ^ m (mod. n) ; 
und umgekehrt: ist x eine Lösung dieser Congruenz, so ist 
die Differenz qx — m eine durch n theilbare ganze Zahl, d. i. 
qx — m = n ■ y, mithin sind x, y eine ganzzahlige Auflösung 
der Gleichung (27). XJm aber alle Auflösungen der letzteren 
zu finden, bringen wir diese zunächst, wenn q, m einen grössten 
gemeinsamen Theiler d haben, durch welchen dann auch m 
aufgehen muaa, auf die einfachere Form: 

(28) q'x — n'y = m'. 

Sind x^=r, y = s eine Auflösung der letzteren, wie nach 
dem Obigen eine solche stets existirt, so giebt die Verbindung 
jener Gleichung mit der folgenden: 

q'r — «'s = in 
die Beziehung: 

q'{x~r) = n'{y'-s), 
aus welcher, weil q', n' relativ prim sind, sogleich folgt, dass 
X — J' durch n theilbar, etwa gleich n'z, und folglieh 
y — $ = q's sein ninss; mit andern Worten; alle Lösungen 
jener Gleichung sind nothwendig in den Formeln enthalten: 

X = r -\- n's, y = s-\- q'0; 
diese geben aber auch, wie ersichtlich ist, für jeden ganz- 
zahligen Werth des « wirklich eine Lösung. Da endlich die 
LÖHungen der Gleichung (27) mit denen der einfacheren 
Gleichung (28) identisch sind, so findet sich das mit der 
Lösung der Congruenz (22) in Einklang stehende Ergebniss: 
Ist r, s eine Lösung der Gleichung (27) in ga.07.en 
Zahlen, so finden sich, alle ihre ganzzahligen Lösungen, 
wenn in den Formeln 
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in welchen ä den grössten gemeinsamen Theiler von 
n, q bezeiclinet, dem b alle ganzzahligen Werthe bei- 
gelegt werden. 

9, An die Auflösung der Congruenzen ersten Gradef^ 
Bchliesst sich die Aufgabe, eine Zahl zu finden, welche 
nach gegebenen Moduln gegebene Beste lässt — eine 
Aufgabe, deren Losung wir nöthig haben werden. Suchen 
wir also eine ganze Zahl x den folgenden Forderungen gemäss 
zu bestimmen; es soll 

(29) x^Ea (mod. d), x^. ß (mod. h), x^^y (mod. c), ... 
sein. 

Man konnte Kier allmählich zu Werke gehen, indem man 
erst die Zahlen aufstellt, welche nur der ersten Bedingung 
Genüge leisten, und welche offenbar gegeben werden durch 
die Formel: x =^ a -^ qi/ iür alle ganzzahligen y; indem man 
dann hieraus diejenigen ausscheidet, welche auch die zweite 
Forderung, d. i. die Congriienz 

ay '-- ß — a (mod. 6) 
erfiilleu, u. s. w. Hätten a, b einen gemeinsamen Theiler, so 
wissen wir, dass die zuletzt geschriebene Congruenz nur dann 
lösbar wäre, wenn auch ß — cc diesen Theiler hätte. Hier- 
aus ist einleuchtend, dass die gestellte Aufgabe 
keineswegs immer lösbar ist. Aber man Übersieht leicht, 
dass sie in dem Falle, wo die gegebenen Moduln 
a, b, c, . . . relative Primzahlen sind, unzweifelhaft 
eine Lösung gestattet, wovon wir uns nun auch über- 
zeugen wollen, indem wir eine andere Methode zu ihrer Auf- 
lösung angeben, welche symmetrisch verfährt, d. i, die ge- 
stellten Bedingungen gleichmässig behandelt. 

Hierbei hat man zunächst soviele Hilfsgrössen zu be- 
stimmen, als verschiedene Bedingungen gestellt sind. Wir 
suchen eine Zahl r, welche durch jeden der Moduln b, c, . . . 
theilbar (also auch durch ihr Produkt theilbar), nach dem 
Modulus a aber der Einheit congruent ist: 

■)■ -.^ 1 (mod.fl), r z~0 (moä.hc...'), 
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d. i., wenu r = (fie...) ■ r' gesetzt wird, eine Zahl r', welche 
der CoEgmeca 

(6»...)/=) (moio) 
genügt; eine solche giebt es sicherlich, da a und hc... nach 
der gemachteu Voraussetzung relativ prim sind. Desgleichen 
kann man eine Zahl s finden, welche die Bedingungen erfüllt, 
dass 

s = 1 (mod. l), s = (mod. ac.) , 

eine Zahl t, welche die Bedingungen 

t—2l (mod. c), t^O (mod. ah...) 
erfüllt, u. s. w. Sind diese Hilfszahlen r, s, i, ... ge- 
funden und setzt man 
(29a) ^^ar-\-ßs-\-rt -{-■■-, 

so wird behauptet: alle Lösungen der Congruenzen 
(29) stimmen äberein mit den Zahlen x, welche durch 
folgende Oongruenz definirt werden: 
(29b) x = i {mod..alc...). 

Denn erstlich ist jede solche Zahl eine Lösung jener 
s'ämmtlichen Congruenzen. In der T hat folgt aus (29b) selbst- 
verständlich dieselbe Congruenz auch für jeden der Moduln 
a, b; c, ... einzeln genommen. Nun ka.nn aber in der Oon- 
gruenzbezieliung 

X -:^. (xr -\- ßs -^ yi -]- ■ ■ ■ (mod. a) 
z. B. jede der Zahlen s, t, , . ., als durch a theilbar, unter- 
drückt werden, und wegen r^l ist «r et." a (mod. «), also 
findet sieh aus (29 b) zunächst 

'X~r^^a (mod. d) 
und ähnlich er weise auch x^ ß (mod. b~), x n^y (mod, c) u. s. w. 
Zweitens muss aber auch jede Lösung aller Con- 
gruenzen (29) mit der Zahl | (mod. ahe...) congruent sein; 
denuj wenn gleichzeitig 

x^ a (mod. a), x = ß (mod. V), x P_- ;' (mod. c), ... 
ist, während auch 

§ F^ tt (mod. a), I -.-: ß (mod. V), ^ "= y (mod. c), . , , 
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sich gezeigt hat, so wird der unterschied x — | durch alle 
Moduln a, h, 6, . . . einzeln, und da sie relativ prim voraus- 
gesetzt sind, auch durch ihr Produkt fcheilbar sein. 

Beispiel. 

Man sucht eine Lösung der Congrnenzen 

(30) « = 17(mod.504), a: = — 4(mod.35), « = 33 (mod.l6). 
Wir wollen hier einmal in Rücksicht auf die leichtere Rech- 
nung zeigen, dass diese Aufgabe durch eine einfachere ersetzt 
werden kann. Der Modulus 504 ist gleich dem Produkte der 
unter einander primen drei Zahlen 9, 8, 7, und demnach ist 
die erste der geforderten Congruenzen gleichbedeutend mit den 
drei Forderungen: 

a; = 17 (mod. 7), x=ll (mod. 8), a: = 17 (mod. 9); 
in gleicher Weise ist die zweite Congruenz mit den zwei 
Forderungen gleichbedeutend: 

x=.= —4 (mod. 5), x^^ — i (mod. 7). 
Da jedoch 17 E^ — 4 (mod. 7), so besagen die zwei Con- 
gruenzen (mod. 7) dieselbe Forderung, und eine von ihnen, 
etwa die erstere, kann unterdrückt werden. Desgleichen ist 
die Congruenz (mod. 8) nur eine Forderung, welche in der- 
jenigen schon enthalten ist oder aus derjenigen folgt, die die 
Congruenz (mod. 16) ausspricht, denn aus a; ^ 33 (mod. IG) 
folgt auch a: ^^ 33 (mod. 8), was nichts anderes sagt, als 
* ^ 17 (mod. 8), da 33 = 17 (mod. 8). Die Congruenz (mod. 8) 
kann demnach auch wegbleiben, und es erübrigen so nur die 
folgenden : 

(31) x = n (mod. 9), 3! = 33 (mod. 16) 
a; £EE — 4 (mod. 5), x ee; — ■ A (mod. 7), 

deren beide letzten auch nun wieder durch die eine gleich- 
bedeutende 

(31) X "_: — 4 (mod. 35) 

ersetzt werden kann. Hiernach ist also zunächst das System 
(30) von Cougruenaforderungen dera einfacheren (31) gleich- 
bedeutend. 

Nun hat man die Hilfszahleu zu ermitteln: 
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r — 660/53 1 (mod. 9), .■'— 6, 


r — 2800 


s _ 144s'rH! 1 (mod. 36), s'— 9, 


s — 1296 


i — 315('-- 1 (mod. 16), ('-3, 


t~ 946 


Hiernach ist 




|_«r + ^s + ,i 




— 47600 — 6184 + 3118Ö — 


73601 


und 




.-e ™ 73601 (mod. 6040) 




oder einfacher 




X == 3041 (mod. 6O40) 




wäre die Lösung der Aufgabe. 





10. Die soeben angewandte Methode zur Lösung der ge- 
stellten Aufga.be zeigt nicht nur ihre Lösbarkeit in dem ge- 
dachten Falle und empfiehlt sich nicht nur durch die gleich- 
mäasige Behandlung der verschiedenen Forderungen, sondern 
sie gestattet auch, sehr wichtige Folgerungen zu ziehen. 

Denken wir uns in den Congruenzen (29) statt der Resto 
a, ß, y, . . , ein zweites, davon verschiedenes System von 
Resten «', j3', y', ... gesetzt, der Art, dass nicht gleichzeitig 
(32) a= a (mod. a), ß'-^ ß (mod. h), . . . 

sein soll, so ist auch unschwer eiazusehen, dass die ent- 
sprechende Zahl 

nicht congruent sein kann mit | (mod. «6c,..). Denn sonst 
wäre sie ja | auch nach jedem der Moduln a, 6, c, . . . einzehi 
congruent, und die eben ausgeschlossene Gfleichzeitigkeit der 
Congruenzen (32) würde die Folge davon sein. Hieraus 
schliessen wir das Resultat: Wenn die Zahlen a, ß, y, . . . 
nach jedem der Moduln a, h, c, . . . resp. ein vollstän- 
diges Eestsjstem durchlaufen, so durchläuft die Zahl 
i = «r + ßs + yf+-- 

gleichfalls ein vollständiges Eestsystem nach dem 
Modul US aic...; denn sie erhält ahc. unter einander 
(mod. »6c...) incongruente Werthe. 
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Weiiu feruer jede der Zahlen a, ß, y, ■ ■ ■ kuui ent- 
sprechendeu Modulus a, i, c, . . . relative Primzahl ist, so ist 
auch I relativ prim zu abc... und umgekehrt. Denn hätte 
— um das erstere zu zeigen — ■ | einen Primtheiler ä mit 
abc... gemeinsam, also auch mit einem der Modnlu a,l),e, ... 
etwa mit a, so vrUrde aus der Oongruenz | ^ o: (mod, d) noth- 
wendig folgen, dass auch ß und a diesen Theiler d gemein- 
sam hätten, gegen die Voraussetzung. Umgekehrt aber würde, 
sobald eine der Zahlen a, ß, y, . . . mit ihrem zugehörigen 
Modulus, etwa a mit a einen gemeinsamen Theiler ä hätte, 
auch 5 diesen Theiler mit a und folglich mit aho... haben; 
sind daher | und ahc... relativ prim, so sind's auch a und a, 
ß und &, y und c u. a. w. — Da nun schon gezeigt ist, dass 
verschiedenen Systemen cc, ß, y, . . . auch nach dem Modulus 
ahc... incongruente Werthe des ^ entsprechen, können wir 
jetzt neben dem vorigen Satze folgenden engeren Satz aus- 
sprechen: Durchlaufen die Zahlen a, ß, y, . . . reäucirtc 
Restsysteme nach den Moduln a, b, c, , . . resp., ao 
durchläuft auch 

^^.ar + ßs + yt + --- 
ein reducirtes Restsyatem (mod. ahc.,,). 

Hieraus fliesst, wenn wir uns wieder des Zeichens fp(«() 
bedienen, um die Anzahl der Glieder zu bezeichnen, aus denen 
ein reducirtea Restsyatem (mod. m) besteht, sofort nach- 
stehende sehr wichtige Gleichung: 

(aS) (p(ahc...) = ip{d) - ip{b') ■ ip{c) ■•■ , 

welche gilt, so oft a, h, c, ... relative Primzahlen 
sind; denn das Produkt zur Rechten giebt ja die Anzahl der 
Combinationen der angegebenen Zahlen a, ß, y, . . ., und 
diese muss der Anzahl der Glieder iu einem redueirten Rest- 
systeme (mod. abc.) gleich sein. Man kann diese Formel 
auch leicht mittels des allgemeinen für die Funktion (p(m) 
gegebenen Ausdruckes (Formel (30) vor. Abschnitts) be- 
stätigen; doch erweist sich der bedingende Zusatz: so oft 
a, b, c, . . . relative Primzahlen sind — als durchaus noth- 
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IL Keliren wir jetzt zu der Bemerkung zurück, welche 
für die letzte Keilie von Untersuchungen die Grundlage bildete, 
der Bemerkung, dasa die Produkte aus einer zu n relativ 
primen Zahl p und den Gliedern eines vollständigen resp. re- 
ducirten ßestsystems (moi3, n) wieder ein vollständiges resp. 
redueirtes Restsystem nach demselben Modulus bilden. Dies- 
mal aber beziehen wir unsere Betrachtung auf ein 
redueirtes Bestsyatem. Ist 

9i> &i> Qä' ■■ ■ Q'- 
ein solches, wobei v zur Abkürzung steht für <p{n), so werden, 
wie bemerkt, auch 

PPj, 99^, QQ.^, . . . pj>„ 
eins bilden, d. h. diese g>i;n) Stahlen sind jenen, von der lleihen- 
folge abgesehen, (modi. «) congruent. Folglich wird auch das 
Produkt der einen dem Produkte der andern congruent sein, 
was in folgender Formel ausgedrückt wird: 

0'''(pip3-pO = Pi9if--pv(niod.B). 
Aber das gleiche, rechts und links stehende Produkt ist zu n 
relativ prim, mithin darf man damit beiderseits dividiren, und 
ersehiiesst aus der vorstehenden folgende einfachere Oongmenz; 

q" ^l (mod. n) 
oder 
(34) p'/"*"'^ 1 (mod. m). 

Dieses ELsnltat ist die Verallgememeiung emes Satzes 
welchen schon Fermat^J ^HoSg ben und dei als emei dei 
emfithsten und 7\ gleich folgenieiubaten untei den von ihm 
gefundenen eine gani bebondoie Beiühmtheit erlangt hat und 

*) Fe m t lebte m dei zweiten Halftt. des 17 Jiliiliiinie ta zu 
loalouse Die Zahleatheoiiü veidankt ihDi Pin« Eeihe ihier achönsteD 
Ler ihmtesten Sitae welche e t.ei len ZeitgeDOSseu meist ohns die Be 
weiae an hefern die ei mögh(,lieiwei e splljet nicht durchweg >eaa,Bü 
mitgetheilt 1 at Die Bein ihuugpn si Iterei Mathematiker sie zn be 
gründen haben dai;u g dient iie WisBenachaft der Zahlen zu ent 
wickelu sodixB Fpr nat b Ärbe tea als der eigentliche Ausgangspunkt 
de Zahlentheorie anzueelien &ird be finden aich in Fermitii ope-a 
nathematLa Toloaae 167J neierirngs hien I Tanne y ei, 
Ch Henrj e ne »eae AisgiVe derselben e vi ■< de Peinn,t vei 
aubtaltet 
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daher vorzugsweise als Fermat'scJier Satz beaeiehnet wird. 
Deshalb wollen wir deo in der Congruenz (34) sich aiia- 
sprechenden Satz den verallgemeinerten Fermat'schen 
Lehrsatz nennen. In Worte gefassfc sagt er aus: 

Wird eine zu n relativ prime Zahl zum Exponenten 
fp(n), d. i. zu demjenigen Exponenten erhoben, welcher 
die Anzahl der zu n relativ primen Restclassen an- 
giebt, so lässt die entstehende Potenz, durch n ge- 
theilt, den Rest Eins. 

Der ursprüngliche Fermat'sche Lehrsatz bildet den ein- 
fachsten Fall des eben ausgesprochenen, er bezieht sich näm- 
lich auf den Fall, wo n eine Primzahl p und folglich <p(n) 
= j)— 1 ist. Der Fermat'sche Satz lautet demnach: 

Erhebt man eine durch die Primzahl j) nicht th eil- 
bare Zahl zum Exponenten jj — 1, so giebt die ent- 
stehende (p — 1)'" Potenz bei Theilung durch p den 
Rest 1, in Zeichen: 
(34a) p"-!?^ 1 (mod.jj), 

ao oft p nicht theilbar ist durch p. 

Diese, aus der einfachsten Betrachtung hervorgegangenen 
Sätze sind von der äuss ersten Wichtigkeit für die ganze 
Zahlentheorie. Nach den verschiedensten Seiten hin bringen 
sie Ordnung und Licht in die complieirten Verhältnisse der 
ganzen Zahlen zu einander. Inabesondere bilden sie die 
wesentliche Grundlage für zwei grosse Theorieen: die Lehre 
von den höheren Congruenzen und die Lehre von den 
Potenzresten, welche zu einander in ähnlicher Beziehung 
stehen, wie in der Theorie der Gleichungen die Lehre von 
den allgemeinen und die von den binomischen Gleichungen 
eines bestimmten Grades. Von diesen beiden sehr umfang- 
reichen Theorieen müssen wir uns in diesem Werke darauf 
beschränken, denjenigen Abschnitt ausführlicher zu behandeln, 
welcher die sogenannten quadratischen Reste betrifft. Doch 
wollen wir wenigstens hier vom Fermat'schen Satze, resp. 
seiner Verallgemeinerung, welche von Euler*) herrührt, wegen 

*■) Theovemata arithm, DOva meth. demoiistrata, Coiumeiitat. nov. 
Ac, Petropol. VIII p. 74. 
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ihrer grossen Bedeutung noch zwei andere Beweise mittheilen, 
weiche, indem sie sich ein jeder der besonderen Beziehung 
des Satzes zur einen oder andern Theorie anschliessen, diese 
verschiedene Beziehung des Satzes hervortreten lassen. 

12. Der erste dieser Beweise wird Euler ver- 
dankt, und gestattet, den verallgemeinerten Satz zu er- 
weisen. Nach dem binomischen Satze ist zunächst 

(a -\- iy ^ a" -\- p ■ a^-'b + ^ ~^- ■ «''-'&' + ■ ■ ■ 

und die sänimtlichen Binomialeoef'ficieuten siud, wie aus No. 8 
des ersten Abschnitts hervorgeht, durch die Primzahl p theÜ- 
bare ganze Zahlen. So oft demnach a, h ganze Zahlen be- 
deuten, lässt diese Gleichung sich in Gestalt einer Oongruenz 
(mod. ^) sehreiben, wie folgt; 

{a + by ^^.a" -j-hi' (mod. p) . 
Diese aber kann, wie nun sogleich ersichtlich ist, ver- 
allgemeinert werden für beliebig viel Summanden, und gieht 
dann: 

(a + h -\- c-l y ^^ a" -\- b^ -i- cp -i (mod.p}, 

wie gross die Anzahl der ganzzahligen Summanden auch sei. 
Ist nun m ihre Anzahl und nimmt man sie sämmtlich der 
Einheit gleich an, so kommt 

m'' =r m (mod. p) 
zunächst für jede positive ganze Zalil m. Doch kann man 
hierin auch m in — m .verwandeln; denn, ist jj = 2, so er- 
hielte man auf solche Weise 

m^ ^ — m (mod. 2) , 
was mit 

m^ ^ m (mod. 2) 
gleichbedeutend ist; und wenn p eine ungerade Primzahl 
bedeutet, so würde 

(— my ^d — «i (mod.j)) 
LUich nichts anderes bedeuten als 

m^ ~^. m (mod. j)). 
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Die obige CongrueiiK ist demnach für jede, positive oder 
negative, ganze Zaiil bewiesen. Ist aber m niebt tlieilbar 
durch p, so darf man den Faktor m rechte und linke unter- 
drilcken und gewinnt dann den einfachen Fermat'schen 
Satz: 

m!'~'^ r^ 1 (mod. j)). 

Diese Congi'ueiiz aber ist gleichbedeutend mit einer Gleichung 
von der Form 

m>'"'^ = 1 + /(-^i, 

unter 7j eine gewisse ganze Zahl verstanden. Wird nun die 
Gleichung wieder zur Potenz p erhoben, ho liefert der bi- 
nomische Satz das Ilesultat: 

•"-"-■> - 1 + p . ;.!> + ö-ti> . /,'„> + . . . , 

WO rechts jedes Glied vom zweiten au offenbar durch p'^ tlieil- 
bai' ist, sodass die Gleichung sich einfacher in folgender Form 
schreiben lässt: 

,«;'(p-i) = 1 + k'-p^, 

wo h' wieder eine ganze Zahl bezeichnet. Eine erneute Er- 
hebung zur ß**" Potenz ergiebt 

oder einfacher, wenn Ji" ganzzahlig ist, 

„iii'{/'-i) = 1 -f- h"-p^ 

u. s. f. Diese Betraehtuug führt offenbar za dem, schon etwas 
allgemeineren Fermat'schen Satze: 
(35) mi'''~^ • '■"--» ^ 1 (mod, jf) , 

bei welchem m als eine durch p nicht theilbare Zahl voraus- 
gesetzt werden musste. 

Gesetzt nun, m sei eine Zahl, welche auch durch keine 
der Primzahlen q, r, . . . theilbar ist, so werden in derselben 
Weise folgende Congruenzen sich herleiten lassen: 

,K?*~^ ■ (ä-~i> = 1 (mod. ^) 
,„'^-?-('— 1) = 1 (mod.r") 
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,.(>,) _y.-.(j,_ 1) . ,/-'(3 - 1) . r'-'(r -~ 1) . .. 

ist. Da die Zahlen, welche die rechte und linke Seite der 
Congruenz (35) bilden, einander congruent bleiben (mod. JJ"), 
auch wenn sie zu irgend einer und derselben Potenz erhoben 
werden, und da offenbar 9)(«) ein Vielfaches von j»"~^(j? — 1) 
ist, so scbliesst man aua (35) die nachstehende Congruenz 

Mi'fW^ 1 (mod-ii"), 
in gleicher Weise aber auch die anderen: 

„jiPC") =^ 1 (luod. g') 

«»'<"> EEE 1 (mod. 7*) 



Ist aber die Differenz to'J'W — 1 zugleich tbeilbar durch jede 
der verschiedenen Primzahlpotenzen jf, g*, r% . . . , so ist sie 
es auch durch deren Produkt; und so ergiebt sich in der That 
für jede ganze Zahl n und jede zu w relativ prime Zahl m 
der verallgemeinerte Fermat'sche Lehrsatz: 
jji'jiW ^ \ (mod. 1%). 
13. In der Form, wie wir diesen Satz gefasst haben, 
gehört er olfenbar der Lehre von den Potenzresten an, d. h. 
er spricht eine Eigenschaft einer gewissen Potenz — ■ der 
g)(«)*"', resp. f — 1*™ Potenz — aus, betreffend ihren Eest 
(mod. n) bez. (mod.jj). Und diesem Gesichtspunkte scbliesst 
der Enler'sche Beweis sieb an, indem er wesentlich auf der 
Untersuchung der Keste einer gewissen Reihe von Potenzen 
beruht. Doch können wir den Fermat'schen Satz auch in 
anderer Weise auffassen. Denn die Congruenz (34) gilt ja 
für jede zu « relativ prime Zahl p, und folglieh dürfen vrir 
sagen: die Congruenz 

x'''W :;:== 1 (mod, 1%) 

vom Grade ^(ra) wird durch jede Zahl x = ^ erfüllt, 
welche ohne geraeinsamen Theiler mit n ist, und hat 
demnach genau soviel Wurzeln, als ihr Grad beträgt. 
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In der Tliat zerfallen ja jene Zahlen p in 93 (w) Restelassen 
und repräsentiren daher ebenso viel Wurzeln jener Congi'uenz, 
Dasa es aber auch keine Wurzeln weiter giebt, würde beim 
einfachen Fermat'achen Satze, d. h. für n=p, aus einem 
früher (No. 5) bewiesenen allgemeinen Satze von selbst folgen, 
gilt aber auch im allgemeinen Falle einfach aua dem Grunde, 
weil jede andere Lösung x einen gemeinsamen Theiler mit n 
haben müaste, sodass die linke Seite der Congruenz denselben 
auch, die rechte aber nicht hätte, was nicht angeht. 

Die letztere Passung des Fermat'selien Satzes offenbart 
seine Zugehörigkeit zur Lehre von den höheren Congrueuzen, 
und der Beweis des einfachen Fermat'sehen Satzes, den 
wir nun nach Lagrange*) mittlieilen wollen, schliesst diesem 
Gesichtspunkte sich au. 

Das Produkt 

(^+i)(^ + 2)(:. + 3)---(^+^.-l) 
giebt ersichtlich, entwickelt, eine ganze Funktion p — V" 
Grades von x, deren Coefflcienten ganze Zahlen sind, und 
welche demnach durch 

a;).-i ^ A^x»-^ + 1- A^-i 

bezeichnet werden kann: 

(36) {x + 1) (3; + 2) (^ + 3) - ■ (x + 2J - 1) 

= a;''-^ + A^x»-^ -\ f- J.^-1. 

Ersetzt man in diesen einander identischen Ausdrücken x 
durch X -^ \, so erhält man die neue Gleichheit: 
(j 4. 2) (i + 3) ... (i +,p - 1) («+,,) 
= (x+ I)»-i + Ä^{x + 1)»-' + ■■■ + A,-t 
und durch eine geeignete Verbindung beider mit einander die 
nachstehende: 

(^ + 1)^ + A,{x + 1)'-^ + ■-■ + A,^,{x + i) 

^{x+ii) {x^-' + Ä,x^-^ + ■ ■ ■ + A,^.\ , 
aus welcher durch Vergleichung der Coefficienten gleich hoher 
Potenzen von x a\if beiden Seiten sich folgende Reihe von 
Beziehungen er giebt: 

*) S. SouT. mömoireB de TAcadömie de Berlin 1771. 
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'>^' 1:2-3.4 I uwr,- ^ 



(p - 2)4,_, _ p + (p -1)Ä, + (p - 2)A, + . ■ ■ + 3 J,„, 
(p-l)J,.-i-l +A^ + A + ---A,_,. 

Werden diese Gleichungen aber als Congrueiizeii nach dem 
Äfoi^ulus j3 aufgefasst, ao sebliesst man sogleich, dass 
^iF-A^A = "- = ^-s~0, 

(37) ^j,_i=- 1 (mod-jp) 

ist. Demnach dürfen wir die Gfleichung (36) als eine Ooii- 
gmenz (mod.^) auch folgendermassen sehreiben: 

(a;+l)Ca; + 2)---(a;+ii~l)=ic'-^- 1 (mod. P), 
wenn wieder, wie in No. 5, unter P der Modulus derjenigen 
PunktioneHj und zwar ji — 1**° Grades, verstanden wird, deren 
sämmtiiebe Coefficienten durch f tbeilbar sind. Bei Aus- 
führung des Produktes werden aber, dem Sinn solcher Con- 
graenz entsprechend, die Zahlen 1, 2, 3, ... j) — 1, welche 
ein redueirtes ßestsystem (mod, jj) bilden und nur Multiplika- 
tionen und Additionen unterworfen werden, durch irgend- 
welche andere ihnen resp. (mod. j)) congruente Zahlen, d. h. 
durch irgend ein anderes redueirtes System von Resten ersetzt 
werden dürfen. Bezeichnet demnach a^, a^, ... %— 1 irgend 
ein solches, sodass auch — %, — a.^, ... ^%,_i ein solches 
ist, so darf man die obige Cougruenz auch in der folgenden 
Form aussprechen: 

(38) {x — a,) (x^a,)---{x — ßj,_i) -= x^-^ - 1 (mod. P) . 
Und diese ist nicht nur gleichbedeutend mit dem Permat- 
schen Satze, sondern sie giebt auch auf das Deutlichste den 
Grund, aus welchem dieser Satz herfiiesst. In der That, weil 
dieser Congruenz gemäss der Ausdruck ,t''~' — 1 mit dem 
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Produkte zur Linken für jedes ganzzalilige x auch (mod.^) 
congruent wird, miiss er für jeden Werth von x auch durch 
P th eilbar wcrdea, für welchen es das Produkt wird; 
letzteres wird aber durch p aufgehn, sobald es einer seiner 
Faktoren thut, und dies geschieht offenbar für jeden Werth 
des X, der nicht durch p theilbar ist. Das ist aber der 
eigentliche Inhalt des Fermat'scheu Satzes, und zugleich 
sieht man, dasa die Cougruenz 

x'i>~i _ 1 ==0 (mod.ji) 
die p — 1 Wurzeln hat: 

^lE^a^, a; et: «^, . . . x~~ap—i (mod.j))- 
Im engsten Zusammenhange mit dieser Entwicklung steht 
ein anderer Satz, der sogenannte Wilson'sehe Satz*), den 
wir sofort aus der Congruenz (37) erhalten, wenn wir darin 
für Ap—i seinen Werth einsetzen. So ergiebi sich die Con- 
gruenz: 

(39) l.2.?,...{p — l)-~ — l (mod.ii), 

oder der Wilson'sehe Satz: Wenn p eine Primzahl ist, 
so ist das Produkt aller ganzen Zahlen, welche kleiner 
sind als p, um die Einheit vermehrt, theilbar durch ß. 
Dieser Satz ist besonders deshalb beachtenswerth , weil er 
dazu dienen kann, eine Zahl als Primzahl zu charaMe- 
risiren; denn nicht allein gilt er stets dann, wenn p eine 
solche ist, sondern auch nur in diesem Falle. In der That, 
wäre j> eine znsammengesetate Zahl und ä ein Theiler von^, 
so würde diese Zahl d<.p nothwendigerweise auch Theiler 
der linken Seite in der Congruenz (39) sein, ohne doch in 
ihrer rechten Seite aufzugehen, was nicht möglich ist. Theo- 
retisch — freilich' nicht praktisch — würde hiernach der 
Wilson'sehe Satz ein Mittel abgeben au entscheiden, ob eine 
gegebene Zahl eine Primzahl ist oder nicht,**) 

*) Dieset' Säte wurde Euerat von Waring in seinen Meditationea 
algebrieae ed. 3 p, 380 miigetlieilt, doch zuerst hewieaen -von Lagrange 
a. a, 0. 

**) TJehrigena kann dev Wilson'sehe Satz Terallgemeinert werden, 
wie Gauss art. 78 sohOB angegeben hatj a. s. B. Dedekind Vorlesungen 
¥0n Dirioblet, 3. Aufl. p. M8. 
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14. Wir werden mm zu dem fundamentalen Begriffe der 
Gruppe noch einmal zurückkehren, um aus demselben eine 
vollständigere Reihe von Eigenschaften abzuleiten, als bisher 
geschehen ist. 

1) Bilden die Elemente 

ß„, flj, %, ... üai—l 

eine Gruppe, so haben wir unter der Voraussetzung, dass 
für diese und die ausser ihnen noch in Betracht 
kommenden Elemente die Multiplikation associativ 
und einpaarig ist, folgende Sätze erhalten: Unter jenen 
Elementen befindet sich eines, weiches bei der Multiplikation 
die Eolle der Einheit spielt; es sei das Element a^. Jedes 
andere Element ra,- gehört zu einem gewissen Exponenten äi 
von der Art, dass a. ' die niedrigste Potenz ist, welche mit 
jener Einheit identisch ist, und die Potenzen 
(40) 1, «., ü., a., ... ap~^ 

von einander ver.sehieden sind. Ferner sind die Produkte 

K, ßßj, ««3, . . . aa„p_i 
unter sieh und von den Elementen der Gruppe durchweg ver- 
schieden, sobald ß ein der Gruppe nicht angehöriges Element 
bezeichnet. 

2) Diesen Sätzen fügen wir zunächst noch folgenden aii, 
welcher unter den gleichen Voraussetzungen gilt: Gehört ein 
Element a der Gruppe zu einem Exponenten d, so 
giebt es auch Elemente der Gruppe, welche zu einem 
beliebigen Theiler d' = -^ von d gehören. Denn a" ist 
ein solches Element, sobald « und ä den grössten gemein- 
samen Theiler S haben. In der That, heisst s der Exponent, 
zu welchem a" gehört, der Art, dass «"* = 1. ist, ao muss, 
wie leicht zu sehen, as durch d theilbar sein, weil, wenn im 
Gegentheile ks = qd ■{- r und der Divisionsreat r <d von 
Null verschieden wäre, sich a"^ =^ ««* - af = oT, also a'' = 1 
ergäbe, während doch erst die Potenz tu'* = 1 sein sollte. 
Setzt man demnach d = Sd', « = Sa', sodass d% a relativ 
prim sind, so kann S ■ a's nur dann durch d ■ d' theilbar sein, 
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wenn a's durch d', d. h. £ durch d' theilbar ist; e muss also 
von der Form K=^ää' sein; aber schon für a=l oder e^=d' 
wird »"' = »'"''==(1"''^ = 1, womit die Behauptung bewiesen ist. 
Die weiteren Sätze, die wir aus dem Begriffe der Gruppe 
ableiten wollen*), setzen für die Multiplikation zwischen 
ihren Elementen die dritte Eigenschaft der Commu- 
tativität voraus. Dann findet sieh zunächst: 

3) Wenn das Element a zum Exponenten d, das 
Element a zum Exponenten d' gebort, während d, d' 
relative Primzahlen sind, so gehört das Element aa' 
zum Esponenten dd'. Denn, sei d der Exponent, zu welchem 
aa' gehört: 

dann iäsat sich diese Gleichung wegen der vorausgesetzten 
Commutativität der Multiplikation auch folgendermasaen 
schreiben : 

a'^ ■ a''> = 1 . 

Wenn aber e den grössten gemeinsamen Theiler von d und d 
bezeichnet, der Art, dass d^d^e, 8 <=■ se gesetzt und ri,, s 
als relativ prim angesehen werden können, so wird wegen 
a^ = ß'^if ^ 1 auch «''■'' = a'"^'' = 1, und folglich liefert die 
obige Gleichheit, wenn sie zur Potenz d^ erhoben wird, diese 
andere : 

a''^''> = 1, 

welche — vgl. 2) — erfordert, dass d^ S durch d' theilbar ist, 
oder, weil d, d' mitliin auch d^, d' relativ prim sind, dass 8 
durch d' theilbar ist. In gleicher Weise aber lässt sich zeigen, 
dass S durch d theilbar sein muss, und folglich ist es theilbar 
durch dd'. Da endhch schon dd' selbst ein Exponent ist, zu 
welchem erhoben aa' der Einheit gleich wird, muss 

d=^dd' 
sein, w. z. b. w. 

4) Sind nun 

(41) 1, d,, ä,, ... d,„-i 

die Exponenten, zu welchen resp. die Elemente 

*) Vgl. hierzu Kroneeker in den Monatsberichten Jev Berliner 
Akademie vom 1, Decenibei- 1870. 
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1, a,, 



der Gruppe gehÖreüj und w% ihr kleinstes gemein- 
sames VielfacliGj 30 findet sich m^ selbst unter den 
Zahlen (41) yov, d. h. von den Elementen der Gruppe 
gehört wenigstens eins zum Exponenten m^. Denn, 
zerlegen wir m^ in seine Primzahlpotenzen : 

% =^ ß" ■ gi* ■»->■■■■ , 
so ist p", nach der Art, wie das kleinste gemeinsame Viel- 
fache gegebener Zahlen zu bilden ist, Theiler von wenigstens 
einem der Exponenten (41) nnd demnach gehört nach dem 
zweiten der obigen Sätze zum Exponenten p" wenigstens ein 
Element der Gruppe, In gleicher Weise giebt es Elemente, 
welche resp. zum Exponenten q^f, r'< , . . . gehören, und da 
diese Exponenten alle relativ prim sind, giebt es nach dem 
vorigen Satze auch ein Element, das zum Exponenten h«, ge- 
hört, w. z. b. w. 

Dieser grösste aller Exponenten, zu welchem Elemente 

der Gruppe gehören, hat zudem, weil er durch jeden dieser 

Exponenten theilbar ist, offenbar die Eigenschaft, dass für 

jedes Element a der Gruppe die Gleichung stattfindet: 

a""= 1. 

15. Mit Hilfe der so aufgeführten Sätze lässt sich nun 
zeigen, wie alle Elemente der Gruppe aus einigen fundamen- 
talen Elementen zusammengesetzt werden können. 

In der That, ist zunächst «^ ein zum Exponenten % ge- 
höriges Element der Gruppe, so bilden die Potenzen 

1, «1, Rj, «^, ... ß™i~', 

welche, wie schon bekannt, unter einander verschieden sind, 
offenbar eine Gruppe. Wenn sie noch nicht alle Elemente der 
gegebenen Gruppe umfassen, so sei k' ein nicht darin ent- 
haltenes Element der letztern; dann folgt sofort, dass die 
Elemente 

jBj neue Elemente der gegebenen Gruppe sind. Ist diese 
Grappe damit noch nicht erschöpft, ao sei a" ein Element, 
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das 211 keiner der beiden, schon aufgestellten Reihen gehört; 
nach dem ersten Satze vor. Nummer giebt dann die Reihe 

«", «"Kj, a"a^, ... ß"«™'~^ 
«ii Elemente der gegebenen Gruppe, die unter sieh und von 
den Elementen der ersten Reihe jedenfalls verschieden sind-, 
sie sind es aber auch, wie unschwer zu beweisen, von den 
Elementen der zweiten Reihe. Denn, wären z. B, 

80 würde auch «"((™i ^ «'- kJ+"''~*', und da wegen k™' = 1 
die Potenz ß*+'ni— * = «« ist, wenn q den kleinsten positiven 
Rest von Ä -f" "^i — ^ (raod, m^) bezeichnet, einfacher 

r"= cc'- Kl, 
d. ). gleich eineui Uhede der zweiten Reihe sein, gegen die 
Voraussetzung. In gleicher Weise kaun man offenbar fort- 
fahren und so die ganze gegebene Gruppe in eine ge- 
wisse Anzahl von Reihen vertheilen, wie folgt: 



(42) 



Hier überzeugt man sich sofort, dass lede dei unter- 
schiedenen Reihen fortfährt, genau dieselben Elemente zu ent- 
halten, sobald man das Anfangsglied, aus welchem sie ent- 
steht, durch irgend ein anderes Glied dei Reihe eiset7t Wud 
2. B, in der dritten Reihe a" ersetzt durch k"«J, so geht sie 
über in die Reihe 



deren letzte beide Glieder mit «", cc"a^ resp. gleich sind, und 
diese Reihe ist insgesammt mit der dritten Reihe identisch. 
Aus dieser Eüeksieht dürfen und wollen wir zwei 
Elemente der gegebenen Gruppe einander äquivalent 
nennen, wenn sie ein- und derselben der unter- 
schiedenen Heiken augohörig sind. 
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Dies vorausgeschickt, betracliten wir die einander nicht 
äquivalenten Elemente 
(43) 1, a, u", ... aM. 

Das Produkt irgend eines von ihnen mit wieder irgend einem 
von ihnen ist ein Element der gegebenen Gruppe und musa 
deshalb in einer bestimmten jener Reihen befindlich, d. h. einem 
bestimmten der Elemente (43) äquivalent sein. Diese fi + 1 
Elemente bilden demnach in einem erweiterten Sinne 
eine neue Gruppe, die in der ursprünglichen enthalten ist, 
insofern jedes' Produkt aus zweien von ihnen zwar nicht wieder 
einem von ihnen gleich, aber doch in dem zuvor festgesetzten 
Sinne äquivalent ist. Die gleichen Erwägungen aber, welche 
uns die vorher entwickelten allgemeinen Gruppensätze geliefert, 
sind augenscheinlich auch anwendbar auf den erweiterten 
Gruppenbegriff, wenn nur statt der Gleichheit von Elementen 
die Aequivaienz durchweg gesetzt wird. Somit finden wir ins- 
besondere, dass jedes der ft + 1 Elemente (43) zu einem be- 
stimmten Exponenten gebort, d. i. dass eine bestimmte kleinste 
Potenz desselben dem Elemente 1 in dem angegebenen Sinne 
äquivalent, n'ämlich zur ersten der Reihen (42) gehörig ist 
Und femer wird — nach 4) vor. Nummer — ein Element k 
unter jenen fi + 1 Elementen vorhanden sein, das in solchem 
Sinne zum Exponenten % gehört, welcher das kleinste gemein- 
same Vielfache all' derjenigen Exponenten ist, die den ein- 
zelnen Elementen zukommen. Da mm k"*' gleich 1 — nach 
Schluss von 4) vor. Nummer — und folglieh zur ersten der 
Reihen (42) gehörig, d. h. auch in dem festgesetzten Sinne 
äquivalent 1 ist, so folgt offenbar, dass m, ein Viel- 
faches von SK)! ist. 

Setzt man ferner die Potenz a"'^, welche /ur ersten doi- 
Reihen (42) gehört, gleich kJ, so folgt 

I = «'"' = Kl" ^, 
mithin ist Je--' theilbar durch den Exponenten m^, zu dem 
«j gehört, und Ä durch m^, etwa h •= cm^; hieraus findet sieh 
«"'" = «t™'. Nun sei 0^ = «-«^'"% also Kg mit dem Ele- 
mente a der neuen Gruppe äquivalent, dann findet sich 
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(44) 

und hieraus 



folglich 



Zugleich ist klar, 
Einheit äqui 



= 1. 
, dasä keine kleinere Potenz Yon «g der 
d. i. gleich einer Potenz von «i, ge- 
schweige denn der Einheit gleich sein kann, weil sonst nach 
(44) auch die gleiche Potenz von a gegen die Voraussetzung 
schon eine Potenz von a, oder der Einheit äquivalent würde. 
Das so hestimmte Element a^ hat demnach die Eigen- 
schaft, in doppeltem Sinne, in dem der Aequivalenz 
sowohl, als auch in ursprünglichem Sinne, zum Ex- 
ponenten m^ zu gehören. 

Hiernach werden nun unter den fi + 1 Elementen der 
neuen Gruppe (43) sich wieder gewisse Elemente 
(46) l,ß',ß",...ß'-' 

auswählen lassen, der Art, daas alle ;* + 1 Elemente dieser 
Gruppe den folgenden äquivalent sind: 



ß' 

r 




KB, ■ 

ß'«i, ■ 
ß"i, . 




ß^" 


/)'"«., 


li-'A, . 


..u««?-" 



Das heisst aber, alle Elemente der gegebenen Gruppe werden 
erhalten, wenn man die vorstehenden mit 1 , a^, a\, . . . k™'"* 
multiplicirt, oder sie lassen sich in v + .1. Complexe von 
je »*i»iä Elementen vertheilen, welche wir darstellen 
können durch 

(46) 1-4«J, fJ'-«^«t' ^"-«ä«!» •■■ /^'-^-^ßij 
sodass wir z. B. den Coraplex ß' ■ k^k* erhalten, wenn wir dem 
Exponenten i alle Werthe 0, 1, 2, ... m^-- 1, dem Ex- 
ponenten k alle Werthe 0, 1 , 2, . . . «;, - - 1 beilegen. 
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16. Aehnlicherweiae kann man nun fortfahren. Wir 
ändern den Sinn der Aequivalenz dahin ab, dass wir 
jetzt zwei Elemente der gegebenen Gruppe einander 
äquivalent nennen, wenn beide ein- und demselben 
Complexe (46) angehören. Um in der Bezeichnung diesen 
neuen Sinn der Aequivalenz vom früheren zu unter a eh eiden, 
wollen wir die Aequivalenz zweier Elemente a, a' im froheren 
Sinne durch 

ihre Aequivalenz im neuen Sinne durch 

bezeichnen. Die Elemente (45) sind dann unter einander in 
diesem Sinne nicht äquivalent; dagegen bilden sie, wie man 
sich sogleich überzeugt, insofern eine, in der vorigen ent- 
haltene Gruppe, als jedes Produkt eines dieser Elemente mit 
wieder einem von ihnen einem Elemente (45) im neuen Sinne 
äquivalent ist, da es sieh nothweudig in einem der Complexe 
(46) befindet. Indem auf diese Art Gruppen von wieder 
weiterem Sinne als zuvor die allgemeinen Gruppensätze von 
neuem angewendet werden, findet sich vor allem, dass jedes 
Element der Gruppe (45) zu einem bestimmten Exponenten 
gehört, d. h. dass eine bestimmte kleinste Potenz desselben 
dem Elemente 1 im neuen Sinne äquivalent, nämlich zum 
ersten der Complexe (46) gehörig wird; und ferner, dass ein 
Element ß in der Gruppe (45) vorhanden ist, welches zu dem- 
jenigen Exponenten m^ gehört, der das kleinste gemeinsame 
Vielfache aller, den einzelnen Elementen entsprechenden Ex- 
ponenten ist; alsdann ist also 

ß: ~ 1, 
d.h. 

Gleichzeitig ist aber ß auch ein Element der weiteren Gruppe 
(43), und da für jedes Glied der letzteren der entsprechende 
Exponent in der oben definirten Zahl »% aufgeht, ist 

d. k. 
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Hieraus folgt leicht, dass m^ ein Theiler von )% ist. 
Denn, wäre m^ = qm^ + r und r < m^ von ISIull verscLieden, 
so fände sich 

ß'-^ ^ ß^'"' . ß^ ^ ^f af ■ ß' = a1 

und hieraus ergäbe sicli ß'' schon als Produkt von der Form 
K'gK*, gegen die Voraussetzung. Setzt mau demnach m^ ^ 2%i 
so bann mau schreiben: 

ß'"'' = ßg "'" ■ dl "•' =^ «"; ; 

da nun eine Potenz von a^ nur dann einer solchen von «j 
gleich sein bann, wenn ihr Exponent theilbar ist durch den 
Exponenten 3%, zu welchem cc^ gehört, so miiss, der vorigen 
Gleichheit zufolge, i ■ — durch m^, also i durch tn^ theilbar 
sein, etwa i = b ■ )%, und daher 

ß'"' = ai'"' ■ ai . 

Nun sei ß^ == ßas'~'', also ß = ßj^cX, so findet sich nach der 
vorstehenden Gleichung 

ßT^4, 

woraus, gerade wie in voriger Nummer, A durch m^ theübar, 
etwa h '■= cn^f und ß'i' = al'"' hervorgeht. Wird endlich 

a,^ß,a'r~' 
also 

gesetzt, so foigt mit Rücksicht auf die unmittelbar vorauf- 
gehende Gleichung 

Von selbst folgt aus dieser Gleichheit auch die Aequi- 
valenz der Potenz k™' mit der Einheit in jedem der beiden 
Aequi valenzsinne; aber man findet auch leicht, dass eine 
bleinere Potenz von a^ der Einheit weder gleich, noch in 
einem der beiden Sinne äquivalent sein kann, ohne dass 
daraus eine geringere als die %'* Potenz von ß hervorginge, 
welche der Einheit in dem letztbezeichneten Sinne äqui- 
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valent würde, gegen die Yoi aufesetzuiig. Somit ist- das 
Vorhandensein eines Elemeni;es «g nachgewiesen, 
welches gleichzeitig im Sinne der G-leichheit, der 
engeren und weiteren Aequivalenz aum Exponenten 
■% gehört. Da sich 

ß ■-■= ßiu'i = Kg ■ a'ia'i 
findet, ist dieses Element «g zudem dem Elemente ß der 
Gruppe (45) äquivalent: 

Hieraus ist offenbar wieder der Schluss zu ziehen; alle Ele- 
mente der gegebenen Gruppe lassen sich jetzt in eine 
Anzahl weiterer Complexe vertheilen von der Form: 

(47) 1 ■ a\a[a\, y'-«*(v*a*, . . . j^W-k^k^k^, 
wo 

(48) 1, y', y", ... j'*-'' 

gewisse Elemente der Gruppe (45) sind, unc! jeder Complex 

aus m^^m^m^ Gliedern besteht, weiche gefunden werden, indem 

den Esponenten die Werthe ertheilt werden: 

li = Q, 1,2, ... mg — 1 

i =0, 1, 2, ... )», - 1 

7; = 0, 1, 2, ... m, - 1. 

So fortfahrend, und bedenkend, dass die Mengen der 
Elemente in den Gruppen (43), (45), (48), . . ., von deren jede 
nur ein Theil der voraufgehenden ist^ eine Reihe abnehmen- 
der Zahlen bilden, gelangt man nach einer endlichen Reihe 
von Schlüssen offenbar dahin, dass nur noch ein Complex er- 
übrigt, der alle Elemente der ursprünglichen Gruppe liefert, 
d. h. man erschliesst folgenden sehr allgemeinen und sehr 
wichtigen, weil für viele Untersuchungen brauchbaren Satz; 

E'ür jede (commutative) Gruppe von m Elementen 

1, «i, 02, ■ ■ ■ «;«-] 

giobt CS gewisse Fiindamentalelementc 

^i> "s' "si ■ ■ ■ '^"'y 
welche resp. zu den Exponenten m^, -ni.., ;»j, . . . nh„ gc- 
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hören, von der Act, dasa alle Elemente und jedes 
einmal durcb den Ausdruck 



gegeben werden, wenn hierin die Exponenten die 
Werthe 

Äi = 0, 1, 2, ... m^— 1 

/(, = 0, ], 2, ... ^2 — 1 

As = 0, 1, 2, ... JKg — 1 



= 0, 1, 2, ... m^- 1 



durchlaufen. Von den Exponenten »%, 5%, . . . m„ ist 
jeder ein Theiler des vorhergehenden, und zugleich ist 

und daher enthält m keine andern Primfaktoren, als 
welche auch in in^ enthalten sind. 

17. Dieser Satz ist, wie man sieht, aus dem Begriffe der 
Gruppe seihst durch die allereinfachsten Ueberlegungen ge- 
wonnen worden, und die einzige Schwierigkeit, welche das 
Verständuiss finden kann, liegt nur in der grossen Abstrakt- 
heit des Gegenstandes. Absichtlich aber haben wir die Unter- 
suchung so allgemein wie möglich gehalten, indem wir über 
die Natur der die Gruppe bildenden Elemente keine weiteren 
Annahmen machten, als diejenigen, auf denen die Betrachtung 
wesentlich beruht, um eben dem Satze seine sehr allgemeine 
Verwendbarkeit zu bewahren. Nunmehr wollen wir ihn 
aber sogleich zur Anwendung bringen auf einen uns 
schon geläufigen Fall, wollen nämlich unter den Ele- 
menten der Gruppe diejenigen Restclassen (mod. n) 
verstehen, welche zu n relativ prim sind, sodass 
m = 'p{n) zu setzen ist. Doch beschränken wir uns zunächst 
auf den Fall, wo n eine ungerade Primzahl p ist. Hier ist 
also in =iQ — 1 . 

Dem allgemeinen Satze gemäss lassen sich gewisse jener 
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SO wühlen, dass jede zu p relativ prime Itestclasse durch 
einen Ausdruck von der Form 

Pj' ■ i^'= - ■ - P*" 
dargestellt werden kann; mit andern Worten: wenn 

01, &■„■■• P« 
die Repräsentanten jeuer Fundamentalclasaen sind, so leistet 
jede durch p nicht theilbare Zahl p einer Congruenz Genüge 
von der Form: 

P = p'i' ■ 9a' ■ " P,!'" (mod.jj). 
Ferner war für jedes Element der Gruppe, d. i. für jede zu p 
relativ prime Bestcia sso P, 

P"' == 1 , 
d. h. gleich derjenigen Bestelasse, welche bei der Multiplika- 
tion die Rollo der Einheit spielt, und dies ist offenbar die- 
jenige Restclasse, welche den Rest 1 enthält; die vorige 
Gleichheit besagt also dasselbe, wie die Congruenz 

0""^ ^ 1 (mod. p) , 
so oft Q nicht theilbar ist durch p; sie besteht aber offenbar 
auch nui untei dieser Annahme. Diese Congruenz vom Grade 
)Ki hätte demnach, da die genannten Zahlen p sich in p — 1 
ßestclasaen (mod-js) vertbeilen, genau ^ — 1 Wurzeln; da, p 
Primzahl ist, muss dalier — nach No. 5 — % mindestens 
gleich p — 1 sein, und da es, dem vorigen allgemeinen Satze 
gemäss, ein Theiler von m=p — 1 ist, also auch nicht 
grösser als p—1 sein kann, muss m^ genau gleich p — 1 sein. 
So findet sich das sehr wichtige Ergebnisa: Unter den 
zuprelativ primen Eeatclassen findet sich mindestens 
eine, P,, welche zum Exponenten p — 1 gehört, mit 
andern Worten: es giebt durch p nicht theilbare 
Zahlen, p,, die Repräsentanten jener Restclasse, 
welche erat zur p — l'"" Potenz erhoben, der Einheit 
(mod. ji) congruent werden. Solche Zahlen heissen 
primitive Wurzeln der Congruenz 

j^3i-i== i (mod.p) 
oder kürzer: primitive Wurzeln (mod.^). 
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Nachdem erst das Vorhandensein einer solchen primi- 
tiven Wurzel festgestellt ist, lässt sich sehr leicht die Anzahl 
aller (mod.^)) nicht congruenten, also zu verschiedenen Eest- 
classen gehürigen primitiven Wurzeln angehen. Dehn, nennt 
man irgend eine derselben g, so müssen die Potenzen 

(49) 1, !/, g\ s', ■■■ g'-' 

{mod. p) unter einander incongrueiit sein, da aus einer Con- 
gruenz 

y"^-(/ (mod.^j), 

in welcher h, h zwei verschiedene der Exponenten 0, 1, 2, 
... fj — 2 bezeichnen, unter denen li der kleinere sei, sogleich 
die andere: 

/— * 1^^ 1 (moA.p) 

folgen würde, die der Voraussetzung widerspricht, da 'k — h 
sicher kleiner als ^ — 1 sein würde. Hieraus folgt zunächst; 
Ist g eine primitive Wurzel (mod.j)), so steilen die 
Potenzen (49) ein vollständiges reducirtes Hestsystem 
nach diesem Modulus dar. 

Betrachtet man nun ferner statt der endlichen Reihe 
von Potenzen (49) die unbegrenzte Reihe aller aufeinander- 
folgenden Potenzen von g: 

1. 9, 9% ■■■ i'^~S ''^"S If", 9'"^'-' ■ ■ ■, 
so leuchtet ein, dass diese, (mod. jp) aufgefasst, periodisch den 
Zahlen (49) congruent werden müssen. Schreibt man die 
letztem daher auf die Ecken eines regelmässigen Kreispolygons 
von p — 1 Ecken, und denkt sich die unbegrenzte Reihe von 
Potenzen gewissermasaen auf die Ecken dieses Polygons auf- 
gewickelt, so fällt jede Potenz auf diejenige Ecke, welche von 
der ihr congruenten Potenz der Reihe (49) eingenommen wird. 
Indem man aber von der Ecke 1 aus immer iim A Stellen 
weitergeht, so wird mau, wie in No. 2 des 1. Abschnitts ge- 
zeigt worden ist, so oft h relativ pvim ist zu j) — 1, aber auch 
nur dann zum Ausgangspunkte erst zurückkommen, nachdem 
alle andern Ecken berührt worden sind; d. h. die Potenzen 

werden dann aber auch nur dann mit den sämmtlichen Po- 
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tenzen (49) [moä. p) congrueiit sein — von ihrer Reihenfolge 
abgesehen — , wenn h relativ prim ist za p — 1. In diesem 
einzigen Falle sind sie folglidi (mod. p) unter einander in- 
congrnent, in diesem einzigen Falle wird daher g'' erst, zur 
p — Iteii Potenz erhoben, dei Einheit (mod, p) congrnent oder 
eine primitive Wurzel von p sein. Diese Betrachtung liefert 
demnach folgenden Satz: Die Anzahl der Potenzen (49), 
d, i. der Glieder eines reducirien Reatsjstems, welche 
zum Exponenten p — 1 geboren, kürzer: die Anzahl 
der incongrnenten, primitiven Wurzeln (mod. p) ist 
gleich (p(p~ 1). 

18. Weil die Potenzen (49) einer primitiven Wurzel </ 
ein reducirtes Restsystem (mod. ji) bilden, so muss jede durch 
p nicht theilbare Zahl m einer ganz bestimmten Potenz (49) 
(mod, j)) congruent sein. Oder: es giebt eine bestimmte Zahl 
y, in der Reihe 0, 1, 2, . . . p — 2, von der A.rt, dasa 

m^ß" (mod-i)) 
ist Diese Zahl (i pflegt man den Index von m zu 
nennen. Zur vollständigen Definition desselben gehört frei- 
lich im allgemeinen noch die Angabe der primitiven Wurzel 
g, welche der Betrachtung zu Grunde gelegt wird; denn je 
nach der Wahl der letztern kann offenbar und wird im all- 
gemeinen auch der Index von m ein verschiedener sein. Daher 
fugt man, wenn nöthig, der Bezeichnung auch die zur Basis 
dienende primitive Wurzel </ hinzu und sehreibt 

fi = ind.j m. 
Wo jedoch kein Irrtham zu besorgen, schreibt man grösserer 
Einfachheit wegen auch nur 

Offenbar ist die Beziehung einer Zahl m zu ihrem Indes 
ji ganz ähnlich derjenigen, welche zwischen einer Zahl n und 
ihrem Logarithmus v besteht und welche bekanntlich durch 
die Gleichung 

)( = e'' 

ausgedrückt wird, unter e die sogenannte Basis des Logarithmen- 
systeras verstanden. Dieser Analogie entsprechen denn auch 
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ganz älinliclic Sätze, die für die Indices gelten, wie die iiiia 
der Theorie der Logarithmen lier bekannten logarithmischen 
Sätze. Wir beweisen in dieser Hinsieht zunächst foigenden 
Satz: 

Der Index eines Produktes zweier Zahlen ist der 
Summe der Indices der Faktoren (mod. p — 1) con- 
gruenfc. Denn, ist 

ind. Bj ^= jt, ind. m'^^- fi', 
also 

m^g'^, m'^gf^' (moA.p), 
so folgt 

mm'^(i''+'^' (mod.^), 
während, der Definition der Indices zufolge, 

wm'^^'"*'''™"''* (mod.ß) 

ist. Nun gehören die Indices stets der lieihe der Zahlen 

0, 1 , 2, , . . p ~ 2 an ; entweder ist demnach (t ' + f» < ^ — 1 , 

und in diesem Falle würde die Congruenz 

gl'+fi,- ^ gi-a.(mm') (mod.^) 

zweier Potenzen ¥on g, deren Exponenten kleiner sind als 
p — l, d. h. zweier Potenzen (49), nothwendig die Gleichung 

oder 

(t + (i'=ind. (ffl»0 
also auch die Congruenz 

p + ^'== ™'^' (»*»w') (mod, p — 1) 
bewirken, Oder aber es ist p — 1 < /t + f*'< ^(P — 1) ^'^^ 
folglich ft + ;t'=i> — 1 -\- V, worin v eine Zahl aus der 
Reihe 0, l, 2, . . . p ^ 2 bedeutet, und in diesem Falle folgt 

g''+"'^.g' (aiod.j)); 
also V =-= ind, (mm'}, und foiglich wieder 

jt + jt'^3 ind, (mm') (mod.^ — 1) 

Dei' hier für ein Produkt von zwei Faktoren bewiesene 
Satz gilt, wie sofort zu Übersehen ist, auch für ein solches, 
das aus beliebig vielen Faktoren zusammengesetzt ist. 
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Dieselbe in diesem Satze eich zeigende Analogie mit der 
Logarithmenrechnung bietet aich dar, wenn man von einer 
bestimmten primitiven Wurzel zu einer andern übergeht und 
die Indicea vergleicht, welche einer gegebenen Zahl in beiden 
Fällen entsprechen. Sei y eine zweite, mit </ incongruente 
primitive Wurzel (mod.ß) und 

fi = ind.j, m, v =^ ind.j, tn, 
d.h. 

(50) m = (f , m = y (mod. p). 

Der Zahl j- kommt, da sie durch p nicht theilbar ist, auch 
ein Index bezüglich auf die primitive Wurzel g zu, welcher c 
heisse, sodass 

c = ind.y y, y^^ff (mod.p). 
Hiernach wird die zweite der Congruenzen (50) die Form an- 
nehmen: 

m^g'" (mod.jj), 
welche, mit der ersten derselben verglichen, 

cv^ H (mod, j5 — 1) 
oder 

ind.g m ^ ind.^. m ■ ind.^ y (mod, p — 1.) 
ergiebt, in Worten: Multiplicirt man das System der 
Indices aller Zahlen fi'ir die Basis y mit dem Index 
dieser Basis bezuglieh auf die primitive Wurzel g, so 
erhält man das System der Indices für die Basis g 
oder vielmehr Zahlen, welche ihnen resp. (mod.jj — 1) 
eongruent sind. 

Nehmen wir beispielsweise p = 1, so ist j/ = 10 sowohl, 
als y = 5 eine primitive Wurzel. Den ßesten 

»B = l, 2, 3, 4, 5, G 
entsprechen die Indicea 

(51) ind.iom = 0, 2, 1, 4, 5, 3 

(52) ind.5)w = 0, 4, 5, 2, 1, 3, 
Zur Bestätigung des ersten Satzes suchen wir 

ind.io3=l, ind.io 19 = ind.,0 5*) = 5 

*) Congruente Zahlen (mod, p) haben der Definition zufolge gleiche 
Indices. 
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und. finden 

ind-io 57 — ind.j, 19 + md-^^ 3 (mod. 6), 
d. h. iöd.jQ 1 oder ^ 5 -f" 1 (motl, 6), was richtig ist. 

Zur Bestätigung des zweiten Satzes multipliciren wir das 
System (52) mit 

ind.ft y = iiid.,u 5 = 5 
und erhalten die Zahlen 

0, 20, 25, 10, ö, 15, 
welche (mod. 6) dem Systeme (51) in der That congruent sind. 
Man sieht an den Systemen (51) und (52), dass den 
Zahlen m = 1 und m = 6, d. i. m ==• p ~~ 1, in beiden der- 
selbe Index entspricht. Dies gilt allgemein: der Index der 
Restclassen, welche durch die Zahlen 1 und p — 1 repräsen- 
tirt werden, ist durchaas unabhängig' von der willkürlichen 
Wahl der primitiven Wurzel g. Welchen Werth nämlich g 
auch habe, nach Fermat's Satze ist stets 

^„—1 -^^ ^ (mod. j)) 
oder auch 

(/~- 1) (/~+ 1) = Cmod.p). 
Von den beiden Faktoren dieses durch p theilbaren Produktes 
kann der erste nicht durch p theilbar sein, da erst die p— l^ 
Potenz von g der Einheit (mod, ji) congruent sein kann; folg- 
lich ist ea der zweite, oder es ist 

g ^ ^= — ] (mod. ^). 
Man hat hiernach in jedem Systeme von Indices: 

(53) ind.(l) = 0, ind.(-. 1) = ind.(p -- 1) = ^--"^" ^ . 

19, Als eine kleine Anwendung der vorigen, sowie 
früherer Sätze schalte ich hier den Beweis eines nicht un- 
interessanten Satzes ein, den ich kürzlieh veröffentliebt habe 
und welcher folgendermassen lautet: Ist p eine ungerade 
Primzahl und g primitive Wurzel (mod. p), sodass, 
wenn 

(54) s«-. _!„,,.§ 
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gesetzt wird, Q eine positive ganze Zahl ist, welclie 
offenbar kleiner als g^-'^ ist, und setzt mau demnach, 
entsprechend der Darstellung in Formel (18) des 
ersten Abschnittes, 

(55) Q == c^_^,<ß~'' -^ Cp^^yp-^ ^ \.c^gj^Ca^ 

wo also die Coefficienteo C; Null oder positive Zahlen kleiner 
als g sind, und wobei man darauf achten muss, diejenigen 
Potenzen, welche in der Darstellung auefallen, bis zur p — 2*"" 
hin ausdrücklich mit dem Coefficienten hinzuschreiben, so 
giebt die wiederholte cyklische Vertauschung der 
Coefficienten in der Formel (55) die sämmtlichen 
Vielfachen 

^Q, 2Q, ZQ, ...IQ, ... {p-r)Q 
in gewisser Reihenfolge, und zwar muss man, um hQ 
zu erhalten, die cyklische Vertauschung 7«-raal wieder- 
holen, wenn h = ind. h ist, 

Aus (54) und (55) folgt die Gleichung 

g»-^ =p{c^_^gV-~^- -\ \^ c^tj -\- C^) -\- \ 

also 

3'-'=j,{c,^,g'-'' + --- + '',S + ';) + '"•/-- ■ 
Hier muss ° eine positive ganze Zahl r, sein, und zwar. 

da Co höchstens <? ^ 1 sein kann, r^ <.p\ die vorige Gleichung 
lautet also: 

g'''-'' ^picp-'^g^'-'-^ H h 'h<l H- cj + r, . 

Aus ihr folgt 

g'-' -pfe-.!/"-' + ■■■ + ',) + --+'■' , 

worin —- eine positive ganze Zahl r^ <j) sein muss, da 

Ci höchstens g — 1 und r^ höchstens f — 1 sein kann; so 
nimmt die vorige Gleichung die Gestalt an: 

gf-^ = p(cp.-2gi-~^-\ h^i) + »'s; 

man findet gleicherweise allgemein 
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worin r;_i eine positive Zahl <|) ist. Zuletzt wird ebenso 

gesetzt werden können und die Zahlen 

1, )\, r^, ... r^s, Tp-z 
müssen, da g primitive Wurzel (mod.^) ist, die sämmtliclien 
von Null verschiedenen Reste (mod.j>): 
1,2, S, ... p — l 
in gewisser Reihenfolge sein. 

Handelt es sich nun z. B. nm das Vielfache kQ, so muss 
wegen g''^E^h (mod._^) die Zahl k mit Tp^i^i, identisch sein, 
sodass 

g" =ii(c^_2y'-i + Cs,-3i/'~' H h Cp-i-i) + '-: 

gesetzt werden darf. Wird hier mit Q mnltiplicirt, so findet 
sich mit Rücksicht auf (54) und (55) sogleich die Gleichung 

IcQ = e;,_g3*+?-^ + c„_33''+*'-ä H h Ci«;»+i + c^/' 

— Cp-K^+p-^ — Cp^sy+J— ^ Cp-i-ng"-^ 

+ Cp_2p*-i + Cp-zg''-^ H \-Cp-i-k, 

also nach Aufhebung der gleichen Glieder entgegengesetzten 
Vorzeichens: 

hQ ^ Cp-k-%g^-'^ -^ Cj,-,,-.-tg^-^ -^ hCü/ 

+ Cp_2/*-^ + '^-3/~'H Y-e^-i-h, 

d. h. /c^ entsteht, wenn man in dem Ausdrucke (55) für Q 
die Coefficientcn um h Stellen cykliseh vertauscht. 
Ist z. B. p >= 7 und wählt man g ^^, so wird 
^fi _ 1 = 7 ■ 2232, also Q = 2232, 
und man findet, dem Ausdrucke (55) entsprechend: 

Q = • 5^^ + 3 ■ 5* + 2 ■ 5^ + 4 ■ 5^ + 1 ■ 5^ +. 2; 
beispielsweise folgt weiter: 

6 Ö = 4 ■ 5^ + 1 ■ 5* + 2 ■ 5^ + . 5= + 3 - öl + 2, 
was aus der vorigen Gleichung entsteht, wenn die Coeffi- 
cienten um 3 Stellen cykliseh vertauscht werden, und in der 
That ist 3 = iud.g 6. 
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Besonders prägnant wird das Beispiel, wem 
viililt wird. Ja diesem Falle ist 

10« -- 1 = 999999 = 7 ■ 142857 



und die Darstellung (55) wird zur Darstellung 


im gewölm- 


liehen Zifi'ernsysteme ; die successiyen Vielfachen 


von q sind 


in diesem Falle 




14 2 8 5 7 




2 8 5 7 14 





5 7 14 2 8 

7 14 2 8 5 

S 5 7 1 4 2 
und zeigen die cyklischen Vertauschungen auf das deutlichste. 
20. Kehren wir nun noch einmal zu No. 17 zurück, in- 
dem wir unter n jetzt nicht mehr eine ungerade Primzahi, 
sondern einen beliehigen Modulus verstehen wollen; wir wollen 
die Frage untersuchen, ob es für jeden solchen Modulus eine 
primitive Wurzel, d. i. eine Zahl giebt, welche (mod. n) zum 
Exponenten g)(n) gehört. 

1) Wir beginnen mit dem Falle, dass n =$", näm- 
lich die Potenz einer ungeraden Primzahl p ist. Die 
Anwendung des allgemeinen Gruppensatzes auf die Gruppe 
aller zu ^t" relativ primen Restclassen, für welche m eleu Wertli 

m = j9"— 1 • (jp — 1) 
hat, führt da.nii genau wie in No. 17 zu einer (Jougruonz 

e'"'=^l (mod.i)''), 
welche für jede durch p nicht theilbare Zahl ^, augenschein- 
lich aber auch nur für solche, erfüllt sein rauss. Aus ihr 
folgt für dieselben Zahlen q umsomehr die folgende: 

p'"' b^ 1 (mod. jj""'-). 
Nehmen wir nun das Vorhandeuseia primitiver Wurzeln 
für den Modulus ^j"— ^ an, d. h, setzen wir voraus, es gebe 
eine Zahl p=ß, welche zum Exponenten 9!(ß''~^)=jo"~^-(p — l) 
gehört, so müsste dem vorigen gemäss 
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gmi == \^ (raod.j)""^) 
und folglich, wie sogleich cinzuselieii, m^ tlieilbar sein durch 
p"~^ - (p — 1). Da, aber nach dem allgemeinen Gruppensatze 
m^ in JM=^-^-(|)— 1) aufgeht, muss einer der beiden 
folgenden Fälle stattfinden: 

entweder ist m^ = p^—^ ■ (p — 1). 
In diesem Falle giebt es also unter den Restclassen (mod. p") 
wenigstens eine, P^, welche zum Exponenten p'~'^ ■ {p — 1) 
gehört, oder, indem wir ihren Repräsentanten mit p; be- 
zeichnen, pi ist eine primitive Wurzel (mod. jo"); 

oder es ist )% =p^~^ ■ (p — 1). 
Dann folgt aus der Formel 

des allgemeinen Grappensatzea, in welcher jeder Faktor im 
nächst vorhergehenden aufgeht, dass dieser Fall sieh nicht 
ereignen kann, wenn a = 2 ist, weil sie dann m, = p — ^ , 
m^ = p ergeben würde, wo m^ nicht durch m^ aufginge. 

Im Falle « > 3 aber ergiebfc sich gleichfalls 
m^=p. 
Demnach gäbe es zwei fundamentale Restclassen der Gruppe, 
Pj, Pg, welche resp. zu den Exponenten m^ = p^—^ . fp — ij 
und m^=p gehörten, sodass, wenn p,, p^ ihre Repräsentanten 
sind, die Congrueuzen stattfänden: 

pf"^-"— » = 1, e|'=l (mod.j)"). 

Die Wurzeln der Congruenz 

(56) xf:^l (moA-p") 

sind aber leicht angebbar. In der Thafc, ist x eine 
Lösung derselben, so muss auch 

(57) x^ ^ 1 

sein nach jedem Modulus, der eine kleinere Potenz von p ist, 
zuletzt also auch 

x^^l (mod.j»), 
was wegen des Fermat'schen Satzes nur möglich ist, wenn 
a; EE£ 1 (mod.j)) oder 
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X = 1 -\- ps 
ist. Hieraus folgt mittels des binomischen Satzes sofort 

x"^! +ii^S (mod.jp^), 
also muss s, damit die Congruenz (57) (mod.|)^) stattfinden 
bajin, durch p theilhar, also 

a: = 1 + j>' ■ ä' 
sein. Nunmehr folgt 

x^ :^1 -\- )fiä' (mod.^'') 
und demnach wieder z' tbeilbar durch p und 

x = \ -\- f^z" 
u. s. f., endlich 

x = \ + js"- 1 ■ y. 
Dies ist die nothwendige Form aller Lösungen der Congruena 
(56), zugleich aber auch die genügende, wie die Erhebung zur 
ji*™ Potenz sogleich erweist. Die Formel stellt aber offenbar 
(mod,^) folgende p Wurzeln dar: 

1, J +i)— ', 1 + 2^-', ■.. i + (p-i)r-'. 

Da die Zahl pg zum Exponenten p gehören soll, kann nicht 
schon gg selbst der Einheit (raod.j)") eongruent sein, und so- 
mit ist pj nothwendig einer der Zahlen 
(58) 1+i^-S l + 2p"~S ... l+(i) — l)i^-' 
(mod.j)") eongruent. 

Andererseits wird, weil pj zum Exponenten w, =^p'—''^ - (p — 1) 
gehört, die Zahl 

eine solche sein, für welche q'v aber keine kleinere Potenz 
(mod.^") der Einheit eongruent wird; ihre Potenzen 

p', p'^ p'=, ... p'*'-' 
werden unter einander (mod.ji") incongruente Losungen, d. i. 
j> — 1 Wurzeln der Congruenz (56) sein, und da sie der Ein- 
heit nicht eongruent sind, nothwendig den Zahlen (58) eon- 
gruent sein müssen. Demnach findet sich auch für ein /( aus 
der Reihe 1, 2, 3, ... p—\ 

Pa i.-^ p'* 
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oder 

pa = pj!-""^!!'-!) (mod.jp«), 

d. i. p2 wäre einer der Potenzen von pj congruent, was der 
Bedeutung von Pg als eines zweiten fundamentalen Ele- 
mentes der Gruppe zuwider ist. 

Äua alle diesem ist zu erschliessen, da.ss niclit 
% =p"~^ ■ (i* — 1) 
sein kann. Uud somit ist bewiesen: Unter der Voraiis- 
seizungj dass (mod. j)"~^) eine primitive Wurzel vor- 
handen ist, giebt es auch eine primitive Wurzel 
(mod. ^"). Da das Vorhandensein einer solchen (mod. p) aber 
schon in No. 17 bewiesen ist, leuchtet nunmehr ein, dasa 
auch für jede Potenz einer ungeraden Primzahl p als 
Modulus primitive Wurzeln vorhanden sind. Ist g 
eine primitive Wurzel (mod. ^), so giebt es für jede durch 
ji nicht theilbare Zahl s eine Zahl (t<9'(j'''), für welche 

s = ff'' (mod-i)-), 
und diese Zahl bann wieder der Index von n, in Zeichen: 
fi ^ ind. s genannt werden. 

2) Da die Betrachtungen über die Congruenz (56) ihre 
Geltung verlieren, wenn p statt einer ungeraden Primzahl die 
Zwei bedeutet, lässt sich in gleicher Weise die Existenz primi- 
tiver Wurzeln (mod. 2"^) nicht erweisen, und in der That 
giebt es dann solche im allgemeinen auch nicht. 
Zwar darf man, 

wenn w = 2, also 9>(«) = 1 ist, jede ungerade Zahl s 
nach der Congnienz 

(59) z = 1 (mod. 2) 

als eine primitive Wurzel, d. i. als eine zum Exponenten 
9)(m) gehörige Zahl (mod. 2) ansehen; 

desgleichen, wenn « = 4, also fp(ii) = 2 ist, ist für jede 
ungerade Zahl s 

(60) g = ±\ (mod. 4), 

und demnach darf — 1 als eine primitive Wurzel (mod. 4) 
angesehen werden, d. i. als eine Zahl, für welche erst die 
91(11.)'*' Potenz congruent 1 wird. 
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Ist dagegeu n^2'^, ft>3, so giebt es keine pnmitive 
Wuraelii, d. i. keine zum Espooenten (p{n) = 2''~'- gehörige 
Zahlen. Denn jede ungerade Zald 

2-1 + 29 
giebt 

l'-l + i!, + i<f-l+iS{!J + l) 
und folglich aclion 

s^ = l (mod. 8); 
hieraus folgt weiter, wemi man die Congruenz jils Gleicliuug 
schreibt und qua-drirt: 

^ = (1 + 8y7 = l (mod. 16) 
ähnlich 

^3 = (^1 _^ li^y'j ^ 1 (niüd. S2) 

u. s. w,, allgemein 

g''-''~"' = l (mod. 2"^), 
keine ungerade Zahl also wird erst zur Potenz 2*""^ erhoben 
congruent 1. 

Hier ist nun sehr bemerkenswerth, dass es Zahlen giebt, 
die wenigstens zum Exponenten -^-^(m) = 2*~^ gehören. Eine 
solche Zahl ist a, B. 5; denn man findet 

5^ = 1 + 4 (mod. 8) 

5' = 1 + 8 (mod. IG) 

5" = 1 + 16 (mod. 32) 
u. s. f., allgemein 

da aber stets 

ist, kann der Exponent, zu welchem 5 gehört, nur ein Theiler 
von 2*""^, und müsste also, wenn er nicht gleich 2*-^ iat, in 
2'^—^ enthalten, fotghch schon 

sein, gegen das zuvor Gefundene. 

Demzufolge werden jedenfalls die Potenzen 
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(moti. 2*) iiicongruent sein, desgleichen auch die Potenzen 

- 1, -5, - 5^ . . . — 5^"^-^; 
da die ersteren sämmtlich von der Form 4h + 1, die letztem 
von der Form ih -\- B sind, kann auch eine der erateren nicht 
einer der letztern cougraent sein (mod. 2*), denn sie sind es 
nicht einmal (mod. 4). Demnach bilden sie zusammengenommen 
2*~^ ungerade, unter einander incongruente Zahlen (mod. 2*), 
d. i. ein voUständigea reducirtea Restsyatera. Wenn daher s 
irgend eine ungerade Zahl bedeutet, wird nothvveniiig 

(61) ^ = + 5^ ("lod. 2*) 

sein, wenn sowohl das Vorzeichen, als auch die Zahl l der 
Reihe 0, 1, 2, ... 2''~^ — 1 passend gewählt wird. Die 
Zahl 5 spielt also hier in gewissem Sinne die Rolle 
einer primitiYen Wurzel, oder hesser gesagt: das Vor- 
zeichen iind der Exponent A zusammen eine ähnliche 
Rolle, wie dielndiees im Falle eines Modulusj^ oderj»". 

21. Sei endlich der Modulus n gana beliebig; wir können 
dann setzen 

M = 2* ■ N, 
wo 

^ "^ Pl ' p'^' ■ " ? 
wenn es nicht gleich 1 ist, nur aus ungeraden Primi'aktoren 
zusammengesetzt ist. Unter s verstehen wir irgend eine zu n 
relativ prime Zahl. 

Ist nun 1) ft = 0, also n = N und 

q,(w) =ii^'~\Ä — l)-p^'~'(p, — 1) ■■■ = P, 
so kann man, indem man mit g^, g^, ... primitive Würzein 
für die Moduln p"', p"^, . . . resp. bezeichnet, setzen: 

(62) ^^^ifi (o'oiä-i'f'), ^'^=9^^ ("^o'^-i's')' ■ ■ ■ 
Ist 2) li = l, 11 = 2N, <p{n) = P, 

so hat man neben den vor auf gehen den Congruenzen noch die 
Congruenz (69). 

Ist 3) ft = 2, n = iN, tp{n) = 2P, 
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SO gilt ausäur den Congruenzen (62) noch für eiu bestimmtes 
Vorzeielien die CoBgruenz (60). 

Ist endlicli 4) ft^S, w = 2*F, tp(n) =' 2'-'P, 
so gilt ausser den Congruenzen (62) noch für ein bestimmtes 
Vorzeichen und ein bestimmtes A aus der lleihe 0, 1,2,... 
. , . 2*~^ — 1 die Oongruenz (61). 

Nun ist offenbar im 4""' Falle - tp(n) stets eine gerade 
Zahl, welche durch P, also auch durch jeden der Exponenten 

(63) yr'(a-i), i»?"'*-!), • . •, 

au welchen die primitiven Wurzeln g^, g^, ... geböten, theil- 
bar ist. Werden demnach die Congruenzen (61) und (62) aur 
Potenz ö"9'(") erhoben, so findet sich für jeden der Moduln 
2 , p°' , p^', . . . und folglich auch für ihr Produkt 'it schon 
(64) ^^«'''" = 1 (mod.n). 

Und dieser Schluss bleibt auch bestehen, wenn JV= 1 ist, 
also auch P = 1 und n = 2* ist, denn in diesem Falle kommen 
die Congruenzen (62) gar nicht in Betracht, sondern aliein die 
Congrueuz (61), aus welcher die vorstehende dann unmittelbar 
folgt. 

Gleiches gilt auch im 3'™ Falle, sobald N von 1 ver- 
schieden ist; man hat dazu nur statt der Congruenz' (61) die 
jetzt in Betracht kommende Congruenz (60) zur Potenz —ip{n) 
zu erheben. 

Desgleichen wird -^tpin) in den beiden ersten Fällen eine 
gerade und durch jeden der in Betracht kommenden Ex- 
ponenten (63) noch theilbare Zahl sein, sobald N aus mehr 
als einem Primfaktor zusammengesetzt ist; aus den Con- 
gruenzen (62) und (59), welche diesen Fällen zukommen, 
findet sich demnach wieder schon 
(64) ^1^'"'== 1 (mod. Ji). 

In allen diesen Fällen ist demnach keine primitive 
Wurzel (mod. n) vorhanden, und solche sind daher, von 
den schon erledigten Fällen 
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n = 2, m = 4, n ^p" 
abgesehen, höchstens noch möglich im Falle n ^ 2p", und 
man überzeugt sich leicht, dass es in diesem Falle auch wirk- 
lich Zahlen giebt, welche zum Esponenten fp{n) gehören. 
Denn sei g eine primitive Wurzel (mod.jy), so kann sie stets 
als eine ungerade Zahl vorausgesetzt werden, da gleichzeitig 
mit g auch die ihr congruente Zahl ^ + J*" ^i^^ primitive 
Wurzel (raod. ^j°) sein muss, eine der beiden Zahlen <f und 
g -\- ^ aber uothwendig ungerade ist. Gehört nun eine solche 
s Zahl g zum Exponenten d nach dem^ Modulus Sjj", 



so muss auch 



g'i-^l (mod. 2^)"), 



g'' F^ 1 (mod. p") 

sein, also d theilbar durch g>{p'') ^ ^piß)) "'^'^ d^ nach dem 
verallgemeinerten Fermat'schen Satze nothwendig auch um- 
gekehrt <p{n) durch d theilbar ist, muss d ^^ ip(n) sein, 
w. z. b. w. 
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Dritter Abschnitt. 

Von den qnadratiselien Kesten. 

1. Naclidem wir im Vorigüri die Theorie der Congruenzen 
ersten Grai3es und andere damit im engsten Zusammenhange 
stehende Fragen erörtert haben, wenden wir uns nun zu den 
Congruenzen des nächst höheren zweiten Grades, d. i. den 
Congruenzen von der Form: 

(1) na;ä + 6« + c = (mod.m). 

Wir wollen an diesem als an einem besonders einfachen 
Falle den oben erwähnten Znsammenhang zwischen der Theorie 
der Congruenzen und der der Potenzreste aufzeigen, indem wir 
sie auf eine einfachere Oongruenz zweiten Grades aurüek- 
fübren, und so zur Lehre von den quadratischen Itesten ge- 
langen. Hierbei setzen wir grösserer Einfachheit wegen vor- 
aus, dass a relative Primzahl zu m sei. Dann wird die Oon- 
gruenz (1) offenbar genau dieselben Lösungen haben, wie die 
folgende: 

4:a^x^ + 4:ahx -f- Aac e^ {mod. 4m) 
oder diese andere; 

Hierdurch wird also die Entscheidung über die Möglichkeit 
der Congruenz (l) darauf zurückgeführt, ob die einfachere 
quadratische Congruenz 

(2) 0^ ^E 6^ — 4.ac (mod. 4}») 

möglieh ist oder nicht. Im letztem Falle ist auch jene un- 
möglich; im ersteren Falle sei äi = « eine Lösung der Con- 
gruenz (2), 30 hat man, um (1) ; 
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möglich ist, eme Zalil x so zu bestiinmei], dass die (JoiigruDiiz 
erston Grades 

SffliK -|- 6 £^ K (mod. im) 
erfüllt ist. 

Man sagt nuu, eine Zahl n sei (mod. m) quadra- 
tischer Rest (Rest einer Quadratzahl) oder quadra- 
tischer Nichtrest (nicht Rest einer Quadratzahl), je- 
nachdem die Congruenz 

(3) x^ ^^n (mod. m) 

auflösbar ist oder nicht. Wo nur quadratische Reste 
oder Nichtreste zur Sprache koniraeu, wie im Folgenden, lägst 
man des einfacheren Ausdruckes wegen das Beiwort quadratisch 
auch wohl weg; das Verhalten einer Zahl n in dieser Be- 
ziehung aber nennt man ihren quadratischen Charakter. 
Es leuchtet von selbst ein, dass alle Zahlen einer und 
derselben Restclaase {mod. m) bezüglich dieser Zahl m 
stets denselben quadratischen Charakter haben. 

Man kann nun in der Congruenz (3) entweder, wie es 
bisher immer geschehen ist, den Modulus als gegeben an- 
sehen, und dann nach denjenigen Zahlen n fragen, welche be- 
züglich dieses Modulus quadratische Reste, welche anderen 
quadratische Nichtreste sind, Oder aber, mau kann auch n 
als gegeben betrachten und fragen, in Bezug auf welche 
Moduln m diese Zahl quadratischer Rest, in Bezug auf welche 
quadratischer Nichtrest sei. 

2. Wir behandeln von diesen zwei Fragen zuerst die erst- 
genannte als diejenige, deren Lösung einfacher ist, und be- 
ginnen mit dem Falle, wo der Modulus m eine ge- 
gebene ungerade Primzahl p ist. Da für eine durch p 
theilbare Zahl n die Congruenz 

(4) x^^n (mod,j)) 

stets lösbar ist, indem man nur auch für x eine durch p theil- 
bare Zahl zu setzen braucht, lassen wir diesen Fall aus 
unserer weiteren Betrachtung ganz fort, setzen also n als eine 
Zahl voraus, welche nicht durch p aufgeht, mithin einer Zahl 
der Reihe 

(5) 1, 2, 3, ...i) - 1 
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(mod, p) uüiigrueut ist. Sei r irgend eine Zalil dieser Reihe, 
HO hat, wie wir wissen, die Oongruenz ersten Grades 

rxE^ n (mod.p) 
eine ganz bestimmte Zahl derselben Reihe zur Lösung. Heisst 
diese Zahl x = s, so sind awei Falle möglich: entweder sind 
r, s Ton einander verschieden, oder r = s. Dieser letztere 
Fall würde r^^n {mod. p) ergeben, kann sich also nur dann 
ereignen, wenn n quadratischer Rest ist von p, die Congruenz 
(4) also auflösbar ist. Diese hat aber bekanntlich höchstens 
2 Wurzeln (No. 5 vor. Äbschn.), und sie hat 2 Wurzeln in 
der That, sobald sie möglich ist; denn, ist x^r eine Wurzel, 
so würde x^ — r eine zweite sein. Also: wenn (4) mög- 
lich ist, so giebt es in der Reihe (5) zwei Zahlen r und p — r, 
welche ihr genügen; ist dagegen r' irgend eine andere Zahl 
dieser Reihe, so ist diejenige Zahl s' derselben Reihe, für 
welche r's'^n (mod. 2>) ist, von r' verschieden. Daher lassen 
sieh nach Absonderung der Zahlen r und p — r die übrigen 
p — 3 Zahlen jener Reihe in ■ Paare 



.^,1;^, 



vertheileu, so beschaffen, dass das Produkt eines Jeden Paares 
(mod. p) congruent n ist. Werden diese Oongruenzen mit 
einander und mit der anderen: 

r(j) — f)^ — »■^, d. i. r(p — r)^ ^ n (mod. p) 
multiplicirt, und beachtet, dass auf diese Weise links sämmt- 
liche Zahlen (5) zum Produkte vereinigt werden, so ergiebt 
sich 

1 .2.3,..(p--l)= — n~^ (mod.jp). 
Wenn dagegen die Congruenz (4) nicht möglich ist, so 
lassen sieh die ^ — 1 Zahlen (5) in der angegebenen Weise 
in — - — Zahlenpaare vertheilen, so dass das Produkt jedes 
Zahlenpaares (mod. ^) cougruent n wird, und die analoge Ope- 
ration führt jetzt zu der Congruenz 

1 .2.3...(|» — 1} = + w"^(mod.i>). 
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Im crateren der beiden uiiterschiedeueu i'älle befindet miin 
sich offenbar, wenn n = 1 ist. Dies giebfc uns also nach der 
ersteren Congruenz sogleich den schon auf andere Weise ge- 
fundenen Wilson'achea Satz wieder: 

1.2.3...0-1) = -1 (mod.j)). 

Mit Hilfe desselben aber lässt sich das gewonnene Ke- 
Biiltat auch einfach folgendermasseii fassen: Jenachdeni n 
quadratischer Itest ist (mod. p) oder quadratischer 
Nichtrest, findet die Congruenz 

(6) n^"" = + 1 oder n~^ ^ — 1 (mod. j;) 

statt. Dieser Satz, welcher ein leichtes Cnterium darbietet, 
um über den quadratischen Charakter einer Zahl (mod.j)) zu 
entscheiden, ist von Euler gefunden*) und führt darnach den 
Namen Euler'sches Criterium. 

Mit Leichtigkeit erhält man hieraus einen neuen 
Beweis des Fermat'schen Lehrsatzes. Denn, da eine 
Zahl n, welche durch p nicht theilbar ist, nothwendig ent- 
weder quadratischer Rest oder Niehtrest ist und also ent- 
weder der ersten oder der zweiten der Congruenzen (6) genügt, 
aus deren jeder durch Quadrirung die andere: 

n^—'^ ^ + 1 (mod.p) 
hervorgeht, so ist eben diese für jede durch p nicht theil- 
bare Zahl n erfüllt. 



*] Üedpkind (\orlp6iageii jag 77) veiweist mit in Bpueikiat, 
dabS e a Enlei s Aiheiten keine 'stelle gi,±uiidec in welchei Aas 
Ciitti um in ToUei Schaife äu'igesp Oühen ',ei auf die Abhindlnng 
theoremata circa le'.idui es d viKione potestatum lelicta Nov Lomiii 
Petrop VII i 49 deren theoiema 17 L.oroll ä in der That ^ich auf das 
Cnterium bezieht aber in einer anderen Abhandlung de quibusdam ex 
imus ptoprietatibiis cirüa divisotes potestttum oocmrentibua in opusc 
»nilyt I 343 3t 8 oder im 2 B'inde der eommentatione? aiithmeticae 
oollectae enthalt das problemi g 36 das Cnterium in Bemetn vollen 
Ausdruck Indem Eulei eine Piimzahl 2ji-}- 1 als Modulus betiachtet 
sagt pr Quo fai,to 31 iimuerus a mtci re^idia reperiatm tum semper 
foimila a^ — 1 eilt d viaibilia ai: iati,m aumeiu a intei non re iha 
ottunat tum altera foimiH (' + l diviaibiliB eiit Dtr Beweis ist 
111 ht gma ioU''tindig 
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Aus dem Euler'schon Criterium ergiebt sich femer er- 
sichtlieherweise sogleich der Satz: Das Produkt zweier 
quadratischen Reste oder zweier Nichtreste ist ein 
quadratischer Kest, das Produlit aber aus einem qua- 
dratischen Rest in einen Nichtrest ist ein quadra- 
tischer Nichtrest. Und allgemeiner: Das Produkt meh- 
rerer Zahlen ist ein quadratischer Rest oder Nicht- 
rest, jenachdem unter den Faktoren sich eine gerade 
oder ungerado Anzahl quadratischer Nichtreste be- 
findet. 

Zur Bezeichnung des quadratischen Charakters einer Zahl 
n bezüglich einer ungeraden Primzahl p ist von Legendre 
ein sehr bequemes Zeichen, das jetzt sogenannte Legendre- 
sehe Symbol, eingeführt worden. Nach ihm bezeichnet ( — ) 
die positive oder negative Einheit, jenachdem n quadratischer 
Rest oder Nichtrest von p ist Also : 

I — I = -|- 1 heisst: n ist quadr. Rest von p 

( — 1 = — 1 heisst: n ist quadr, Nichtrest von p. 

Man hat demnach dem Euler'schen Criterium gemäss für 
jede durch p nicht theilbare Zahl n die Congruenz: 

v) n ä =(J) (mod.i>). 

ferner, da Zahlen derselben Restclasse (mod. p) auch den- 
selben quadratischen Charakter haben, wird 

W (f)-(f)' "> "f » = «'(mod.p). 

Endlich lässt sich der aus dem Euler'schen Criterium ge- 
wonnene Satz offenbar durch folgende Gleichung mittels des 
Legendre'schen Symbols aussprechen: 

in welcher jede der Zahlen n, n', n", ... durch p nicht thell- 
bar vorauszusetzen ist. 

3. Wir untersuclien uimmehr die Möglichkeit der Oon- 
grvienz (3) im Falle eines zusammengesetzten Modulus m. 
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1) Zumiehst sei m = p/", unter p eine ungerade Primzahl 
verstanden. Tat nun die Congruenz 
(10) x' ^ n (mod. p") 

möglich, so sei « eine Wurzel derselben, alao 



Setzen wir dann 

folglich 

und 



a^ — n^ hpi'. 
x = a+p'' -y, 
i^a? - n-\- 2ay-p" + f ■ ^'' 



;E^ — n= (Say + h) -pt' (mod.i)^+i), 
so wird offenhar x^ — n tlieilbar durch p"+'^, wenn y so ge- 
wählt wird, dass 2k)/ + Ä^ (mod._p) wird. Das ist aber 
stets möglich; denn da « relativ prim zum Modulus, d. i. zu 
p vorausgesetzt wird, so ist es auch a und ebenso 2a, die Cou- 
gruenz ersten Grades kann also gelöst werden. Hieraus folgt: 
die Möglichkeit der Congruenz (10) reicht hin, auch die der 
Congruenz 

x^F^.n (moä. p''+^) 
zu sichern. Und da diese Betrachtung unabhängig ist vom 
Werthe des Exponenten /t, so schliessfc man: Zur Möglichkeit 
der Congruenz (10) ist die der einfacheren Congruenz (4) aus- 
reichend; offenbar aber auch nothwendig, weil aus der Con- 
gruenz (10) a fortiori auch die Congruenz (4) hervorgeht. 
Also: Zur Möglichkeit der Congruenz (10) ist noth- 
wendig und hinreichend, dass n ein quadratischer 
Rest sei von p. In diesem Falle hat die Congruenz 
genau 2 Wurzeln. Denn, ist a eine Lösung derselben, x 
irgend eine andere, so findet sich aus den Congruenzen 

x^^n, a^E^n (mod. p'') 
die folgende: 

(3;-«)(a^-f-«) — O(mod.p.")- 
Nun sind X und «, desgleichen, da p ungerade ist, auch '2x 
und 2<x relativ prim zu p. Diese Zahlen sind aber Summe 
und Differenz jener beiden Faktoren, deren Produkt durch p/^ 
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th eilbar ist; unmöglieli sind also beide Faktoren tlieilbar 
durch p, und folglich muss einer von ihnen, 
entweder x — a oder x -\- tt, 
durch p' theilbar, d. h. 

entweder x'dE^a oder a; z^ ^ ß (mod. jj'') 
sein. Die Congruenz (10) kann demnach nur diese zwei 
Wurzeln haben, hat sie aber auch wirklich, die Wurzel k nach 
der Voraussetzung, und — « deshalb offenbar auch. 
2) Ferner untersuchen wir die Congruenz 

(11) a;^ =2 n (niod. 2-) . 

Hier wäre n relativ prim zu 2, d. h, als ungerade vorauszu- 
setzen, und daher werden die etwaigen Lösungen gleichfalls 
ungerade sein. Ist nuu a eine solche, also 

»< = »(moä.2-) 

„! — »_*. 2', 
so folgt, wenn x ^ « -^ 2^—^ ■ y gesetzt wird, 

j;. _„_„>_„ + 2- - »J, + 2'—' ■ f. 

Sobald also v > 3 ist, wo dann 2» ^ 2 > w + 1 sein wird, 
lässt sich vorstehende Gleichung als Congruenz folgender- 
massen schreiben; 

x^ — n = 2'-(h'\- ay) (mod. 2"+^) 
und folglich wird 

«^ — « = (mod. 2'-i-i). 
sobald «/ durch die offenbar auflösbare Congruenz eraten 
Grades Ä -|- a?/ ?= (mod. 2) bestimmt wird. Da andererseits 
die Congruenz (11), sobald i'>3 ist, sogleich auch die andere: 

(12) x^ = n (mod. 8) 

erfordert, gewinnt man hieraus den Satz: Zur Möglichkeit 
der Congruenz (11) ist, wenn v > 3 ist, nothwendig 
und hinreichend, dass die Congruenz (12) besteht. 
Diese aber erfordert, dass w i^ 1 (mod. 8) ist; denn jede un- 
gerade Zahl X hat eine der Formen 4Jt + 1 oder ih — 1, und 
ihre Quadrate IQJc^ -\- SJc -\- 1 resp. IGlc^ — S/e + 1 geben, 
durch 8 getheitt, den Rest 1. 
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Ist aber diese noth wendige Bedingung erfüllt, so hat die 
Congruenz (12) auch Lösungen, nämlich im Ganzen 4 Wurzeln: 

a:=l, ä: = 3, x = 6, a^ =^ 7 (mod. 8) ; 
desgleiclien hat dann auch die Congruenz (11) vier Wurzeln. 
Denn, ist a. eine bestimmte Losung, x irgend eine andere, so 
folgt leicht 

(a: + «) (a: — «) = (mod. 20 
oder auch, da a und x gleichzeitig ungerade, ihre Summe und 
DitFerenz also gerade sind, 

^— ■ ^^ = (mod. 2— . 

Die beiden Falitoren dieses Produktes können nun aber nicht 
mehr gleichzeitig gerade sein, weil ihre Differenz gleich «, 
also ungerade ist; daher muss einer der Faktoren für sieh 
durch 2'~^ theiibar sein, also 
entweder: 



■'J"_2— .2, ^ = -« + 2-'.«. 

Alle Lösungen der Congruenz (11) sind daher in diesen beiden 
Formeln enthalten, und folglich kann sie keine anderen Wur- 
zein haben als diese vier: 

{x~ K, x= « + 2"-') 
(13) \ ^ o,. 1 (mod. 2-). 

Dass diese vier aber in der That die Congruenz erfüileu, da- 
von überzeugt man sich sogleich durch den Versuch, Alles 
in allem haben wir folgenden Satz bewiesen: Zur Möglich- 
keit der Congruenz (11), in welcher v > 3 ist, ist noth- 
-wendig und hinreichend, dass w^l ist (mod. 8). In 
diesem Falle hat die Congruenz genau 4 Wurzeln, 

3) Es bleiben noch die beiden Fälle v = 1 und j' = 2 
zu betrachten. Die Congruenz 

x^ ^ n (raod. 2) 
ist aber ohne weiteres möglich, wenn n ungerade oder 
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n'z^X (mod. 2) ist, und wird in diesem Falle durch alle un- 
geraden Zahlen x erfüllt, welche eine Wurzel darstellen. 
Die Congruenz 

(14) ic^'^E£n (mod. 4) 

dagegen erfordert, dass die ungerade Zahl w ^ 1 sei (mod. 4), 
da jede ungerade Zahl a; ^ 2ft + 1 ein Quadrat 

a;ä = 4Ä' + 4)t + 1 = 1 (mod. 4} 
ergiebt. Ist diese nothwendige Bedingung erfüllt, so hat die 
Congruenz die zwei Wurzeln: 

x^l, a:^3 (mod. 4). 
Also: Zur Möglichkeit der Congruenz (14) ist die Be- 
dingung n^l(mod.4) notliwendig und hinreichend. 
Ist diese Bedingung erfüllt, so hat sie zwei Wurzeln 
4, Die vorigen besoudern Ergebnisse setzen uns nun in 
den Stand, über die Möglichkeit der Congruenz (3) für jeden 
Modulus m zu entscheiden und im Falle der Möglichkeit die 
Anzahl ihrer Wurzeln zu hestimmen. Sei m, in Primfaktoren 
zerlegt, 

m = 2" -p" ■ p'i'' ■!»"''" ■ ■- 
Hierin würde v = zu setzen sein, wenn m eine ungerade 
Zahl ist. Soll nun die Congruenz (3) eine Lösung x haben, 
also x" — n durch m theilbar sein, so muss es auch durch 
jede der Primzahlpotenzen, aus denen m besteht, theilbar sein; 
die Congruenz (3) setzt demnach die Möglichkeit der 
folgenden voraus: 

(15) x^'^n (mod. 2"), x^^n (mod.^), a?^n {moA.p'i'-') 

u. s. w., von welchen die erste, wenn m ungerade ist, als nicht 
in Betracht kommend, wegzulassen ist. Gesetzt umgekehrt, 
diese Congruenzen wären erfüllt, und 

x^r.ß (mod.2'), x^^a {moA.p''), x^a (mod.ji'''') 
u. e. w, wären je eine Wurzel einer jeden, ao lässt sicli, wie 
früher (No. 9 vor. Abschn.) gezeigt worden ist, eine Zahl | 
bestimmen, welche allen diesen Eestbestimmungen gleichzeitig 
genügt, und diese giebt dann durch eine Congruenz von der 
Form 
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a; ^ i (mod. m) 
eine Wurzel der Congrueaz (3). In der That, da 

1 = ^ (mod. 2-), g = ß (mod.j)"). 1 = «' (mod.i?'."') 
u. 8. w, sein soll, so ist offenbar ^^ — n durch jeden der Mo- 
duln, also auch durch m selbst theiibar, d. h. xe^^ (mod, m) 
stellt eine Wurzel der Congruenz (3) vor. — Denkt man sich 
ferner für ß, «, «', ... sämintliche Wurzeln der abgeleiteten 
Congruenzen (15) successive gesetzt, so entsprechen, wie 
früher gezeigt, diesen verschiedenen CombiDationenincoiigruente 
Zahlen | (mod. m), uud folglich hat die Congruenz (3) soviel 
Wurzeln, als solche Oombinationen gebildet werden können. 

Aus dieser Betrachtung folgen, wenn die mög- 
lichen Fälle unterschieden werden, nachstehende 
Sätze, bei welchen stets n als relative Primzahl zum Modulus 
m vorauszusetzen ist; 

Ist m ungerade oder das Doppelte einer ungeraden Zahl, 
so sind für das Bestehen der Congruenz (3) folgende Be- 
dingungen nothwendig: 

(«) (,")- + '. (f)- + i. •■■ 

Sind sie erfüllt, so hat die Congruenz 2* Wurzeln, wenn Je die 
Anzahl der verschiedenen ungeraden Primfaktoren bezeichnet, 
aus denen m besteht. 

Ist m das Vierfache einer ungeraden Zahl, so ist a.usser 
den Bedingungen (16) noch die folgende nothwendig: 

K ^ 1 (mod. 4); 
und wenn sie erfüllt sind, so hat die Congruenz (3) 2'+^ 
Wurzein. 

Ist m durch 8 theiibar, so ist die Bedingung 
n ~ 1 (mod. 8) 
ausser den Bedingungen (16) zu erfüllen; und wenn sie erfüllt 
sind, so hat die Congruenz {S) genau 2*+^ Wurzeln. 

5. Zur Erläuterung betrachten wir ein paar Beispiele. 

1) Handelt es sieh zuerst um die Congruenz 
x^ = 9 (mod. 32), 
80 ist die erforderliche Bedingung 
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9 ^ 1 (mod. 8) 
erfüllt, die Congruenz also lösbar. Um sie zu lösen, bemerke 
man die beiden offenbaren Lösungen a: ee£ + 3; nach 2) vor. 
Nummer sind dann die vier Wurzeln: 



3! .-^ + 3, x= + 3-\-16 (mod. 32), 
z. B, also 

a^=13. 

2) Die Congruenz 

x^^'.19 (mod. 4913), 
deren Modulus 4913 = 17^ eine ungerade Primzahlpotenz ist, 
ist möglich, weil 

nämlich die Congruenz x^ ':^2 (mod. 17) lösbar ist, denn 
offenbar ist a; ^ 6 eine Lösung. Hieraus findet sich, in An- 
wendung der Betrachtungen unter 1) vor. Nummer, eine 
Lösung der Congi'uenz 

3^^ = 19 (mod. 17^), 
■wenn man x = 6 -^ lly setat und y so bestimmt, dass diese 
Congruenz erfüUfc ist, was geschieht, wenn 
l + 12»/ = (mod. 17) 
wird, z. B. also für J/ = 7; daher ist x= 125 eine Lösung 
der vorauf gehenden Congruenz. um nun die gegebene zu 
lösen, setze man 

a:=125+ n^-y; 
sie wird dann erfüllt, sobald man y der Congruenz 

54 + 250)/ ^ 
oder einfacher 

1 + 4|/ = (mod. 17} 
gemäss wählt, also z.B. j/ = 4. So erhält man a: ^= 1281, 
also die beiden Wurzeln: 

a: = +1281 (mod. 4913). 

3) Sei endHch zu lösen die Congruenz: 
(17) a^^ = 361 (mod. 1872). 
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Der Modulus, in Primzahlfaktoren zerlegt, ist 

1872 = 16 - 9 . 13. 
Die abgeleiteten Congnienzen (15) sind demnach: 
x^ = 361 (raod. 16), x^ = 361 (mod. 9), x^ = 361 (mod. 13). 
Die erstere ist möglieh, denn 361 ^i 1 (mod. 8); als ihre 
Wurzeln ergeben sich, dem oben Gesagten folgend, leicht 
folgende vier: 

x = ö, —5, 13, —13 (mod. 16). 
Die zweite Congrueuz ist möglich, weil 

{?)-(!) = + 1 

ist, denn 1 ist selbstverständlich stets ein quadratischer Rest, 
da es selbst ais Quadrat angesehen werden kann. Durch An- 
wendung der unter 1) vor. Nummer mitgetheilten Betrach- 
tungen finden sieh ihre beiden Wurzeln, nämlich 

a^^+l (mod. 9). 
Die dritte Congruenz ist auch möglich, da 

e)=(S)=+i 

ist nach der Congruenz 6^ ^ 10 (mod. 13); ihre beiden Wur- 
zeln sind 

x^±G (mod. 13). 

Soll nunmehr eine Zahl gefunden werden, die den Con- 
gruenzbedingungen 

x = K (mod. 16), x=ß (mod. 9), x^-y (mod. 13) 
gleichzeitig genügt, so muss man nach (9) vor. Abschn, zuerst 
gewisse, dort mit r, s, t bezeichnete Hilfszahlen ermitteln; 
hier erhalten sie folgende Werthe: 

»-=.1521, s = 208, 1= 144. 
Die vollständige Lösung vorstehender Congruonzforderungeu 
giebt dann die Formel: 

X = 1521« -I- 208^ + \Uy (mod. 1872). 
Um aber die sämmtlichen Wurzeln der gegebenen Congruenz 
(17) zu finden, muss man hierin für a, ß, y alle Wurzeln der 
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drui abgeleiteten Cougrueozen einsetzen. Es ist Mar, dasa 
immer je zwei solche Combiriationcn, deren drei Elemente sieh 
nur im Vorzeichen unterscheiden, Werthe vona; ergeben werden, 
die einander entgegengesetzt sind, oder auch, waa (raod, 1872} 
I ist, Werthe, die sich zu 1872 ergänzen. Man findet 
fr, entsprechend 



an Combin 


atioiien; 


die Wurzeln: 


« ß 


y 


X imd 


-I 


5 " 1 


6 


118B 


' 683" 


5 1 


-6 


1333 


639 


5 --■ 1 


6 


773 


1099 


5 — 1 


~ 6 


917 


965 


13 1 


6 


253 


1619 


13 1 


— 6 


397 


1476 


13 - 1 


6 


1709 


163 


13 — 1 


--G 


1863 


19, 



6. Hiermit haben wir die erste der beiden in No, 1 ge- 
stellten Fragen vollständig beantwortet, die Präge: wenn der 
Modulus m gegeben iat, welche zu m primen Zahlen sind seine 
quadratischen Reste, welches seine Nichtreste? ungleich 
schwieriger ist es gewesen, die zweite Frage zu erledigen: in 
Bezug auf welche Moduln m ist eine gegebene Zahl 
n quadratischer Rest resp. Nichtreet? Doch ist es den 
Bemühungen der Forscher allmählich gelungen, die ursprüng- 
lich zu ihrer Beantwortung versuchten Metboden wesentlich 
zu vereinfachen, und so können wir denn jetzt a.ueh die auf 
diesen Theil unserer Untersuchung bezüglichen Sätze ohne 
grosse Schwierigkeit auseinandersetzen. 

Zunächst können wir bemerken, dass nach den vorigen 
Nummern die Frage, ob n in Bezug auf einen zusammen- 
gesetzten Modulus m quadratischer Rest oder Nichtrest ist, 
durchaus auf die Aufsuchung des quadratischen Charakters 
von n bezüglich der einzelnen in m enthaltenen Primfaktoren 
zurückkommt; und da dieser Charakter bezüglich der Zwei 
und ihrer Potenzen stets nach der Form von n, ob es die 
Form ik -\- 1 resp. die Form Sic + 1 hat oder nicht hat, 
leicht entschieden werden kann, steht offenbar nur noch zu 
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entscheiden, von welchen ungeraden Primsahlen p eine 
gegebene Zahl n quadratischer Rest resp. Nichtcost 
ist. Dies hängt aber nach dem aus dem Euler'schen Cri- 
terium gewonneüen Satze in No. 2 wieder davon ab, wie eich 
hezöglieh des Modulus p die Faktoren verhaltenj in welche n 
zerlegbar ist; und da n positiv oder negativ, gerade oder un- 
gerade sein kann, so wird unsere Untersuchung echliesalich 
auf eine der drei folgenden Fragen zurückkommen: 

1) Von welchen ungeraden Primzahlen p ist — 1 
quadratischer Best oder Nichtrest? 

2) Von welchen ist es die Zahl 2? 

3) Von welchen ist es eine andere ungerade Prim- 
zahl 3? 

Die erste dieser Fragen beantwortet sich augenblicklich 
mit Hilfe des Euler'schen Criteriums, imeh welchem allgemein 

(|) = « ' (mod.p) 
ist. Denn für n = — 1 giebt es diese Congruenz: 

(^)-(-1)'"^(bo<1.i>); 

rechts und links stehen aber Ausdrücke, welche nur -f" 1 oder 
— 1 bedeuten können; wären sie einander nicht gleich, so 
müssteii + 1 und — 1 (mod, p) eongruent, d. h. 2 durch p 
theilbar sein, was nicht der Fall ist, und folglich scbliesst 
man die Gleichung: 



(18) (V) - (- 1) 



In Worten besagt dieselbe folgenden eleganten, auch 
schon von Fermat*) gegebenen Satz: 

Die Zahl — 1 ist quadratischer ilest von jeder 
Primzahl j) von der Form 47i:+ 1, quadratischer Nicht- 
rest von jeder Primzahl p von der Form 4/i; + 3; der 



*) Buler hat zuerst diesen Sata bewiesen; s. z. B. Beino Abhandl. 
obeervationea circa divisioaem quadratorum per numeros primos, in. 
Opusc, aiialjt. I p. 64, oder coramentationea arithmeticae collectae I, 
p. 477 , das, im theorema IV und V. 
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Art, dass die Congruenz x''^ — 1 (mod.j)) möglich oder un- 
möglich ist, jenachdem p jene oder diese Form hat. 

7. Auf die zweite Frage antwortet ein Satz von ähn- 
lichem Charakter. Dieser jedoch, sowie der sehr berühmte 
Satz, welcher die dritte Frage beantwortet, kann auf ein- und 
denselben von Gauss gegebenen Hilfssatz*), das sogenannte 
Gauss'sche Lemma, begründet werden, welches dazu dient, 
das Euler'sehe Criterium passend umzuformen. Dies soll 
mithin zuvörderst hergeleitet werden. 

Sei n eine durch j) nicht theilbare Zahl, so werden die 

—^ — Vielfache von w; 

(19) \-n, 2-n, 3 ■ n, ... ^^ ■ « 

relativ prim gegen p und unter einander incongruent sein 
{moä. p), d. h. ihre absolut kleinsten Reste (mod. ^i) werden 
der Reihe 

+ 1, ±2, ... +'^--i 

angehören und von einander verschieden sein. Sie werden 
zum Theü positiv sein, also der Eeihe 

(20) +1, +2, ... +^5:-! 
angehören; diese Reste mögen 

#,, A, ... ft 

genannt werdeu; zum andern Theil werden sie negativ sein, 
also der Eeihe 

-1, ^2, ... -tri 

angehören; werden letztere Reste durch 

bezeichnet, so sind offenbar 

+ «1, + «„ . . . + «„ 
auch Zahlen der Reihe (20) und 

*) S. GauBB ges. Werke Bd, 11 p. 4. 
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Es wird nun behauptet, dass dio Zahlen a aud ß zu- 
sammengenommen die ganze Reihe der Zahlen (20) erschöpfen. 
Denn, da die Zahlen (19) (mod.^) incongrnent sind, können 
erstlich weder zwei der Zahlen ß nater eich, noch auch zwei 
der Zahlen a unter sich gleich sein; doch kann auch zweitens 
keine Zahl ß einer Zahl « gleich sein, etwa ß^ = a.^; denn, 
nennt mau hn und kn die Produkte der Reihe (19), welche 
resp. die Reste ß, nnd — a^ lassen, so würde aus der an- 
genommenen Gleichheit die Congruenz folgen: 

(Ä + /i;)« = (mod.i>), 
in welcher doch keiner der Faktoren des Produkts durch p 
^theilbar ist, auch der erste nicht, da Ä und k kleiner als - 
sind. Die Behauptung ist hiermit erwiesen: a, ß zusammen- 
genommen sind - ■ ■ verschiedene Zahlen der Reihe (20). 

Nachdem dies feststeht, bilden wir das Produkt der Zahlen 
(19) und untersuchen seinen Rest (mod. p). Dies gieht uns 
zunächst die Congruenz: 

„V . 1 . 2 . 3 . . . ?^ 2E (- I)" . .,«, ...«„. (i,/J, ... ft 

(mod.^) 

und nach dem eben Bewiesenen und da der gemeinsame b'aktor 

1-2-3--'— g — beider Seiten, weil relativ prim gegen den 

Modulua p, weggelassen werden darf, die folgende einfachere: 

(^0 n~^ ~ (— 1)" (mod.ij). 

Vergleichen wir sie mit derjenigen, welche das Euler'sche 
Criterium ausspricht, so gewinnt man, ähnlich wie bei jener, 
die folgende Gleichung: 

(22) (?)-(-')'■ 

Das heisst: n ist quadratisclier Rest oder Nichtrest 
von p, jenachdem unier den absolut kJeinsten Resten 
der Produkte 
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(mud. jo) eine gerade oder ungerade Äiiziihl von nega- 
tiven sich findet. 

Den Exponenten [t in der Formel (22) wollen wir mit 
einer besonderen Benennung auszeichnen, indem wir ihn die 
Gaussische Charakt(?ristik heissen. 

Unmittelbar erhalten wir hieraus die Antwort auf unsere 
zweite, die Zahl 2 betreffende Frage. In der That, für )J = 2 
geht die Reihe der Vielfachen (19) in diese über: 

2, i, ß, ...p— 1; 
bestimmt man nun die Zahl i durch die Bedingung, dass 

l»-l--2J<|<iJ + l-2i 
sei, so werden die Zahlen 

i) + 1 — 2i, i» + 3 — 2«, . . . p — l 
jener Reihe diejenigen sämmtlichen Glieder derselben, welche 
grösser als ^ , deren absolut kleinste Reste (mod. p) demnach 
negativ sind, ihre Anzahl aber beträgt i. Aus den bezüg- 
lichen Ungleichheiten ergiebt sich ferner, dass 

d. h. 

ist. Nun findet sich 

für jp-8/t+l, P_±l^JJi±l^ i_ät 

. 2/; + 1 

„ p^Sk + 7, Ei^^ä'-t», i_2S + 2; 

mithin ist t gerade im ersten und letzten, ungerade in den 
beiden mittleren Fällen. Nach dem Gaussischen Lemma 
aber ist 

P3) ©-(-')' 

und demnach ist 2 quadratischer Rest von jeder Prim- 
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zahl p Yon einer der beiden Formen Sh -j- 1, Sk -\- 7, 
quadratischei- Nichtrest von jeder Primnahl p von 
einer der beiden anderen Formen S/e + 3, S/e + 5. 

Sehr bequem läast sieh dieser Satz wieder mittels des 
Legendre'schen Symbols durch eine Gleichung ausdrucken. 
Beachten wir hierzu, dass je nach den vier unterschiedenen 
Fällen 

p = Sh-\-l, 8/; + 3, 8Ä + 5, 8^ + 7 

die Zahl ^ „- die folgenden vier Werthe hat: 
Sk^-\-2k, 8F + 6;t+l, 8A;'+ 10&-i-3, 87c^+14Ä + 6, 
und demnach in denselben Fällen gerade, in denselben FäUeu 
ungerade ist, wie die Zahl i, so lässt sich offenbar die Glei- 
chung (23) auch durch diese andere Formel*) ersetzen; 



(24) (!) = (->)" 



8. Wir wenden uns nunmehr zur Beantwortung der 
dritten Frager von welchen ungeraden Primzahlen p ist eine 
andere ungerade Primzahl ([ quadratischer Eestj von weichen 
quadratischer Nichtrest? Auf diese Frage giebt es keine so 
direkte Antwort, wie wir sie für die andern beiden gefunden 
haben; vielmehr können wir zunächst nur einen Satz ableiten, 
der die Frage auf die umgekehrte zurückführt, welcher näm- 
lich über den quadratischen Charakter von q bezüglich p aus 
dem quadratischen Charakter von p bezügiich q, oder auch 
umgekehrt, zu entscheiden lehrt. Wegen dieser eigenthüm- 
lichen Eeciprocität, welche der Satz ausspricht, hat ihn Le- 
gendre das Eeciprocitätsgesefcz der quadratischen 
Reste genannt, während ihn Gauss seiner fundamentalen 
Bedeutung wegen als das theorema fundamentale der 
Theorie der quadratischen Eeste bezeichnet. Das Legendre- 
sche Symbol erweist sich wieder als sehr geeignet, auch das 
ßeciprocitätsgesetz durch eine buchst elegante Formel auszu- 

*) Auch diesen Sata verdankeii wir Fermat, und Beinen ersten 
Beweis Lagrange; s. recherches d'arithmötiqiie in nouv, möm. do 
VAcad, de Berlin 1776. 
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drücken. In dieser, zuerst von Legendre ihm gegebenen 
Gestalt lautet das Gesetz folgendermassen : 

(^^) (f)-(|)-(-i)'^''^- 

1d Worten besagt diese Formel: Wenn wenigstens 
eine der beiden Primzahlen p, q von der l'orm 4/,; + 1 
ist, haben die Symbole (-] , f— 1 gleichen, im anderen 
Falle entgegengesetzten Werth; d. h, im ersfceren Falle 
ist p von q quadratischer Rest resp. Niehtrest, je- 
nachdem q von j) es ist, im letzteren Falle ist ji von 
q quadratischer Rest resp. Niehtrest, jenaehdem q von 
p quadratischer Niehtrest ist oder Rest. Diese Folge- 
rung fliegst in der That sogleich aus der Formel (25), wenn 
man bedenkt, daas je nach den unterschiedenen beiden Fällen 
^— — ■ ^— — gerade oder ungerade und daher 

(£).(l) = + i od., (f).(J) = -i 

ist, während doch die beiden Faktoren nur einen der beiden 
Werthe -|- 1 oder — 1 haben können. 

Die bezügliche Arbeit von Legen^dre findet sich in der 
histoire de l'Academie des Sciences de Paris 1785, pag. 465 
unter dem Titel Recherches d'analyse indeterminee. Wenn 
nun aber auch Legendre der Name des Reciprocitätsgesetzes 
und die elegante Formel, durch die wir es ausgedrückt haben, 
zu verdanken ist, so darf er darum doch weder als deijenige, 
der zuerst den Inhalt des Gesetzes gefunden, noch als der- 
jenige angesehen werden, welchem der erste strenge Beweis 
desselben gelang. Als Entdecker des Gesetzes rauss viel- 
mehr Euler genannt werden, da dieser nicht nur, wie Gauss 
in den Disquisitiones Arithmeticae art. 151 anführt, in meh- 
reren Arbeiten verschiedene Sätze abgeleitet hat, welche aus 
dem Reeiprocitätage setze naturgemäss herfliessen, jedoch auch 
umgekehrt leicht dazu hätten fiiiiren können, sondern bereits 
in seiner aus den Jahren 1744 — 46 stammenden Abhandlung: 
theoremata circa divisores numerorum in hac forma j)oi^ + g6^ 
contentornm (14. Band der Petersburger Commentarien), welche 
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abgedruckt ist im 1, Bande seiner conimentatioiies arithmeticae 
collectae, das Reeiprocitätsgesetz seinem eigentlichen Wesen 
nach in seinem ganzen Umfange ausgesprochen hat. Ja, er 
hat sogar in einer weiteren Abhandlung, welche unter dem 
Titel: obsenationea circa diyisionem quadratorum per numeros 
primos im 1, Band seiner opuseula analytica, also schon 1783, 
veröffentlicht ist, das Reeiprocitätsgesetz unter einer Form 
ausgesprochen, welche der von Gauss im Art, 131 der Disqu. 
arithm. gegebenen ausserordentlich ähnlich ist.*) Wunder- 
barer Weise hat Gauss offenbar diese Abhandlung nicht ge- 
kannt, und auch Legendre thut derselben nirgend Erwäh- 
nung, obwohl sich nachweisen lässt**), dass beide diesen 
Band der opusc. analytica in Händen gehabt haben. 

Das bisher Gesagte bezieht sich nun zunächst nur auf 
die Aufstellung des Gesetzes, Fragt man jedoch nach 
dem Beweise desselben, so ist zu antworten, dass der erste 
strenge Beweis der von Gauss in den Disqu. Ävithm, von 
Art. 131 au (1801) gegebene, und daaa die Kritik, welche 
Gauss im Art. 151 an den bezüglichen Arbeiten seiner Vor- 
gänger übt, vollkommen gerechtfertigt ist. Die Euier'schen 
Arbeiten stellen die darin ausgesprochenen Sätze meist nur 
mit Hilfe unbewies>enei Induction auf und seine Versuche, zum 
Beweis deiselben zu gelangen, sind unzureichend. Legendre 
andeierseits kommt zwai da<! Verdienst zu, einen Theil des 
Re Cipro CltJ,t^ge'5ötze'. schon etwa 10 Jahre vor Gauss wirk- 
lich bewiesen zu haben, der Beweis aber des ganzen Gesetzes 
ist ihm nicht gelungen; denn der Beweis, welcher in der oben 
genannten Abhandlung versucht wird, wie auch die spätere 
in seinem essai sur la theorie des nombres enthaltene Dar- 
stellung beruhen auf verschiedenen unbewiesenen Annahmen 
(vgl. Gauss Disqu. Arithm. art. 296, 297) über das Vorhanden- 
sein gewisser Primzahlen, von welchen die eine, daas in jeder 
unbegrenzten arithmetischen Progression, deren erstes Glied 
und Differenz Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind, un- 

*) ^gL zu diesem allen Kronecker, Bemerkungen zur GeecMclite 
ilea ReaiprocitätegeBetaea, in Mouatsber. d. Berlinei' Akad, 1875. 
**) Ki'onecker a. a. 0. p. 270 u. 273. 
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endlich viel Glieder vorkommen, die Primzahlen sind, erat 
viel später durch eine höchst geniale Methode von Lejeune 
Dirichlet bewiesen worden ist. 

9, Gauss ist der erste gewesen, der einen vollständig- 
genügenden Beweis des Eeeiproeitätsgesetzes gegeben btit; er 
findet sich Disquisitiones Arithmeticae von Art, 131 ab. Dieser 
erste Gaussische Beweis ist auf geistvolle Weise durch Di- 
richlet, nameatlich durch Verwendung des Legendre'schen 
Symbols, wesentlich vereinfacht worden, solcherweise von ihm 
in seinen Vorlesungen über Zablentheorie vorgetragen und 
daher auch in die Deiiekind'sche Darstellung derselben auf- 
genommen worden.*) Derselbe hat vor allen Beweisen, welche 
seitdem bekannt geworden sind, den Vorzug, dass er, am un- 
mittelbarsten aus dem Probleme selbst geschöpft, ausschliess- 
lich sich im Gebiete des zu beweisenden Satzes bewegt, näm- 
lich durch die einfachsten Folgerungen aus dem Begriffe eines 
quadratischen Restes zu Stande kommt. Seine Methode ist 
übrigens die der allgemeinen Induktion. 

Aber, wie bereits angedeutet, dieser erste Beweis von 
Gauss ist nicht der einzige Beweis des Satzes geblieben, 
der einer der schönsten und wichtigsten der ganzen Zahlen- 
theorie ist. Gauss selbst schon hat dem ersten noch sechs 
weitere Beweise folgen lassen. Schon im Art. 151 der Disqu. 
Arilhm. verspricht Gauss: ceterum infra duas alias demon- 
strationes ejusdem gravissimi theorematis trademus a prae- 
cedente et inter se toto eoelo diversas. Von diesen findet 
man jedoch in den Disquisitiones, so wie sie veröffentlicht 
worden sind, nur einen, nämlich in Art. 262, den man deshalb 
den zweiten Gaussischen Beweis nennt. Wahrscheinlich ist 
jener andere derjenige, welcher sich in Gauss' Naehlass (s. 
in Bd. II seiner Werke pag. 234) in einem Fragmente vor- 
gefunden hat, welches den Titei führt; Disquisitiones generales 
de congruentiis : Aualysis ßesiduorum caput octavum, und nach 
Dedekind's Angabe einem umfangreichen, aus den Jahren 



*) Dirichlet: über den eraten der voa Gauss gegebene 
des Reeiprocitätsgeaetzes in der Theorie der quadratiscbea Reste, Crelle's 
Journal Bd. 47, 
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1797/98 stammencleii imd dureb eine gänzliclie Umarbeitung 
in die Disqu. Arithm. übergegangenen Manuseripte entnommen 
ist. Dieser Beweis, der nach der Reibe der Veröffentlichung 
der siebente ist, ist eigentlich ein Doppelbeweis, und Gauss 
selbst sagt von ihm: haec igitur est tertia theorematis funda- 
mentalis completa demonstratio ... At es eodem i'onte sed 
via opposita quartam deducamns. Möglich ist aber auch, 
dass, wie Kronecker annimmt*), jener andere in Art. 151 
versprochene Beweis der sogenannte vierte der Gaussiachen 
Beweise, derjenige nämlich ist, welchen die Abhandlung 
aummatio quarundam serierum siugularinm, Bd. 11, pag. 9, 
vom August 1808, enthält; letzterer dürfte in der Tliat 
wenigstens, wenn auch später veröffentlicht als der dritte: 
theorematis arithmetici demonstratio nova, Bd. II, pag. 1, 
vom 15. Januar 1808, doch früher von Gauss aufgefunden 
worden sein als dieser. Der fünfte Gaussisehe Beweis er- 
schien 1817 gemeinsam mit dem sechsten in der Abhandlung: 
theorematis tundamentalis m doctrina de residuis quadraticis 
demonstrationes et amphationes novae (Bd. II, pag. 47). 

Da% Recipioutatsgesetz übte aber seitdem auch auf viele 
andere, daiuntei die ausgezeichnetsten Forseher, einen ganz 
besondeien Reiz aus und veranlasste eine grosse Menge von 
Beweisen, m denen sich die Bemühungen, immer neue Wege 
der Ableitung und die einfachsten Ursprünge des Gesetzes zu 
finden, wiedei spiegeln, und welche so die mannigfachen Be- 
ziehungen des Gesetzes äu den verschiedensten Theilen der 
höheren Änthmetik ans Licht gebracht haben. Eine mög- 
lichst vollständige Zuaammenstellung der bekannt gewordenen 
Beweise und ihre Gruppirung nach den zu Grunde hegenden 
Gedanken ist von Oswald Baumgart (Schlömilch's Ztschr. 
f. Math. 1885) gegeben worden. Es ist sehr beachtenswerth, 
dass die verschiedenen Kategorieen, in welche sie sich ver- 
theilen lassen, schon durch die Beweise von Gauss selbst 
char akter isirt sind. 

Der erste, von Dirichlet vereinfachte dieser Beweise 
bildet im Grunde eine Kategorie ganz für sich allein. 
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Eine zweite Kategorie von Beweisen wird durch Gauss' 
zweiten Beweis clia r akter isirt; sie berulien, wie z. B. die Be- 
weise von Kummer*), ja wie sclion die ersten Beweis- 
versuche von Legendre**), auf Betrachtungen ans der Theorie 
der quadratischen Formen, welche keineswegs zu den Ele- 
menten derselben gerechnet werden können. 

Eine dritte, sehr zahlreiche Kategorie hat ihre eigentliche 
Quelle in einem fernliegen den Gebiete, dessen gleichwohl 
innigster Zusammenhang mit der liöheren Arithmetik auch 
zuerst von Gauss erkannt und dargestellt worden ist, in der 
Lehre von der Kreiatheilung ; sie wird Charakter isirt durch den 
4*™ und 6*°"^ der Gaussischen Beweise. 

Die vierte Kategorie endlich hat den 3'™ oder 5^™ der 
Gaussischen Beweise, welche beide das Gaussiache Lemma 
zum Ausgangspunkte nehmen, zu ihrem Muster; alle diese 
Beweise der letzten Kategorie zielen dahin, die Gaussische 
Charakteristik auf möglichst einfache oder ursprüngliche Weise 
zu bestimmen, bezw. die Charakteristiken, welche zweien re- 
ciproken Legeudre'schen Symbolen entsprechen, mit ein- 
ander zu vergleichen. 

Da der erste Gaussische Beweis in Dedekind's Aus- 
gabe von Dirichlets Vorlesungen***) eine ausführliche Dar- 
stellung gefunden hat, wollen wir hier darauf oder auf 
Djrichlet's geiiatiiite Origiöalabhaodluiig verweisen. Des- 
gleichen mag bezüglich der dritten Kategorie von Beweisen, 
die sich nicht in den Rahmen dieses Werkes einfügen lassen, 
auf des Verfassers: Lehre von der Kreistheilung und ihre 
Beziehungen zur Zahlentheorie, Leipzig 1872, hingewiesen 
werden. Auf die zweite Beweiskategorie gedenken wir am 
Schlüsse unseres Werkes noch einmal zurückzukommen. Hier 
wollen wir für das Reciprocitätegesetz einige Beweise bei- 
bringen, welche der vierten Kategorie angehören, also die 
Gausais che Charakteristik zum Gegenstande haben. 



*) Zwei neue Beweise der aDgemeiBea Recipvocitätsge setze 
Einleitung; Abb. der Berl. Akad. 1861. 

**) Essai sur la thöorie des nombres, 2. 6A., pag. 198. 
***) TOn § 48 bis § 61. 
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10. Wir beginnen damit, denjenigen Beweis auseinander- 
zusetzen, welcher vom Pfarrer Zeller hernihrt*) und ausser 
dem Gfaussisehen Lemma nicht der geringsten weiteren Hilfs- 
mittel bedarf. 

Bei Anwendung der früheren Bezeichnungen war 

(f) -(-')'■, 

wenn n die Anzahl derjenigen (mod. ß) genommenen absolut 
kleinsten Keste der Produkte 

(26) l.j, 2.g, 3-5, -..tli.e 
bezeichnet, welche negativ sind; desgleichen wird 

(f )-(-!)• 
sein, sobald unter v die Auzahl derjenigen nach dem Modulus 
q genomuieuon absolut kleinsten Keste der Produkte 

(27) ly, 2.J,, 3-p, ...t=i-iJ 
verstanden wird, welche negativ sind. Hiernach würde 

(^8) (f)-(f)=(-l)"+- 

sein und alles darauf ankommen, zu untersuchen, wann 
p. -\- V eine gerade, wann eine ungerade Zahl ist. 
Zu diesem Zwecke nennen wir wieder 



die absolut kleinsten Reste der Reihe (26) (uiod. p) und uenneu 
gleicherweise 

^1, Öä. ■ • ■ ^' 

— -ri' -~n, ■ ■ - — Yr 
die absolut kleinsten Reste der Reihe (27) (mod. q). Da die 
Primzahlen p, q_ verschieden vorausgesetzt werden, so wird 
eine von ihnen die grössere sein; wir wollen voraussetzen, 5 
sei grösser als p. Wir dürfen dann die Zahlen y, welche der 
Reihe 

*) S. Monatsborichte der Berliner Akademie v. J. 1872. 
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1, 2, 3, ..."7-^ 
angehören, in zwei Kategorien theilen, jenachdem sie kleiner 
oder ffrösser sind als ,- , also im let/tern Falle zwiscSien -„- 



und -^ enthalten sind; die erstem wollen wir allgemein mit 
y', die letzteren mit y" bezeichnen. 

Es wird nun zuerst behauptet, dass die Zahlen a 
nnd y' zusammengenommen die ganze Reihe 

1, 2, 3, ■■■■^x^ 

erschöpfen. Denn, findet sich eine Zahl r dieser Reihe nicht 
unter den Zahlen a, so findet sie sieh nothwendig unter den 
Zahlen ß, da, wie früher gezeigt, die Zahlen a und ß zu- 
sammengenommen jene ganze Reihe erschöpfen. Ist daher 
dann hq dasjenige Vielfache der Reihe (26), welches (mod.j^)) 
den Rest r lässt, so kann man hg_ = 1ip -\- r setzen, wo, wie 
leicht zu sehen, h eine positive Zahl < -^ ist, und demnach 
ist, weil hp = hq — r, d. h. hp ^^ -- r (mod. q) ist, der De- 
finition nach r eine dei Zahlen y, und zwar, weil ** < v ^^^i 
genauer eine dei Zahlen y — - Fernei Lmn kemp der Zahlen 
a mit einer Zahl y identisch sein weil aus einer Gleichung 
hq = Äp — K, wie sie tui jedes ec besteht und wobei dann 

J' ^^ i''t, sich J^p ^liq -{- cc, d 1 

hp ~ a (mod. q) 
ergäbe, während « < f < -f ist und Ä<| gefunden wird; 
d.h. jede Zahl k ist eine der Zahlen ä, nicht eine der Zahlen 
y. — Aus beiden Punkten zusammen ergiebt sich aber, dass 
die Zahlen 1, 2, 3, ■ ■ ■ ^'^ , weil zusammengesetzt aus den 
von einander verschiedenen Zahlen a, y' und aus ihnen allein, 
mit ihrer Gesammtheit identisch sind, 

Zweitens sei jetzt r eine der Zahlen y", und 
'kp^F^ — r (mod. 5). 



y Google 



130 Dritter Abschnitt 

Hierin kani] h die Zahl -~ — nicht sein, denn man lincleh 

worin der Kest , weil offenbar positiv nnd < -■ , dor 

Reihü ö angehört. Zu jeder Zahl Je ans der Reihe 
1, 2, 3, ■■■---, 

der ein Rest y" entspricht, muss sich daher eine Zahl l'' der- 
selben Reihe finden lassen durch die Formel 

und für diese erhält man 

also 

li'p '^1 — r' (mod. q) , 

wenn r' = —~^ ~ — r gesetzt wird. Die Zahl r' aber ist er- 
sichtlich grosser als ^ nnd kleiner als -|, gehört also, wie r, 
zu den Zahlen y". Nun giebt es nur einen Fall, in welehem 
r und r' dieselbe Zahl y" sein können, nämlich dann, wenn 
r = ~\" eine solche Zahl ist, Jenaehdem dieser Fall 
eintritt oder nicht, werden daher die Zahlen y" ent^ 
weder nach Abzug der Zahl — -^, bezw. von vorn 
herein sich zu zweien verschiedenen r, r' zusammen- 
ordnen lassen, d. h. wird ihre Anzahl, welche c hei 
ungerade oder gerade sein. Alles kommt darauf an, zu 
entscheiden, wann dieser oder jener Fall stattfindet, 

Soll nun aber ^"j"^ eine der Zahlen y" sein, so muss es 
eine ganze Zahl U und eine andere positive ganze Zahl h < - 
geben, der Art, dass 



y Google 



Von den quadratischon Resten. 131 

oder 

(4ft+l)j'-(4/s-l)? 
und folglich 'Mi + 1 durch q tlieilbar ist;; dies ist, da 4^- -f- 1 
< 2^ 4" ' Jät, nur so uiÖglicli, diiss 

5 = 4/^ + 1, 
folglich 

p == 47( - 1 

ist. Die so erlialtouc nothweiidige Bedingung ist offenbar 
auch hinreichend, und demnach ist c ungerade, wenn 
gleichzeitig 3 = 4Ä + 1, }> = 4/t — 1 ist, gerade in 
jedem anderen Falle. 

Naclidem dies bewiesen, betrachten wir die Gleielmng 

c + »-^'- + «. 

in welcher beiderseits, verschieden gezählt, die Anzahl aller 
Zahlen « und y, resp. k, y' und y" notirt ist. Folgende 
Fälle sind nur möglich: 

entweder ist p = 4/(+l| dann sind —^— uwd e und 
folglich auch ihre Summe ;i + " gerade; 

oder es ist p = Ali — 1 und 5 = 4^ + 1; dann sind 
~— und c ungerade, ihre Summe ;t -f- v wieder gerade; 

oder endlich: es ist p ^ 4/* — 1, q = Ali-~l, dann 
ist ^—^ — ungerade, c gerade, und demnach ihre Summe ^-\-v 
ungerade. 

Hiermit ist das Reciprocttätsgesetz bewiesen; 
denn nach der Gleichung (28) wird l-j ■ (^j dann, aber auch 
nur dann gleich — 1, d, i. (—1 und (-j von entgegengesetztem 
Werthe sein, wenn beide Primzahlen p, q durch 4 getheilt 
den Rest 3 lassen, 

11. Die Formeln (18), (24) und (25), in welchen 
die Beantwortung der drei von uns gestellten Fragen 
enthalten ist lassen sieh beträchtlich verallgemei- 
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neru, indem man dem Legendre'achen Symbole selbst, 
wie Jacobi*) es gefchan hat, ausgedehntere Bedeutung 
verleiht, es nämlich auf den Fall ausdehnt, dass der 
Modulus eine beliebige positive ungerade Zahl ist. 
öei P eine solche und, in gleiche oder ungleiche Priiufaktoreii 
zerlegt , 

so versteht Jacobi unter dem Symbole (p), so oft m 
eine relative Primzahl zu P ist, das Produkt 

(29) (J) -©■(?) ■(?)■■• 

Von vornherein muss auf einen wesentlichen Unterschied 
zwischen dem Jacobi'schen und Legendre'schen Symbole 
aufmerksam gemacht werden. Wir wissen, dass, jenachdem 
(-) ^ + 1 ist, die Congruenz 

x^^m (mod. p) 
uiögiich oder unmöglich ist. Nun hat zwar nach der Formel (29) 
auch (^] nur einen der zwei Werthe + 1, und wenn es — 1 
ist, bann man sicher daraus schliessen, dass mindestens einer 
der Faktoren (~) , ( — ) , (-^1 , ■ • • diesen Werth auch hat 
und folglich m von einer der Zahlen p, p', p", . . . quadra- 
tischer Nichtrest ist, sodass dann auch die Congruenz 

x^ r- m (mod. P) 
unmöglicb ist; mit nichten aber kann man auch umgekehrt 
aus dem Werthe (-=) = + 1 schliessen, dass sie möglich ist, 
denn diese Gleichung würde auch dann stattfinden, wenn m 
für eine gerade Anzahl der Faktoren p, p', p'\ . . . quadra- 
tischer Nichtrest und in Folge davon jene Congruenz un- 
möglich ist. 

Der Vollständigkeit wegen wollen wir das Sym- 
bol (J) auch für den Fall definiren, wo P =- 1 oder 
auch P negativ ist. Dazu bestimmen wir, dasa 

*) S, Monatsberichte der Berliaer Akademie v. J. 18,S7. 
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(29.) (•;) _ 1 

und 

(29b) (^p) = (?) 

iseiii soll. 

Für das Jacobi'sche Symbol (29) mit positivem Nenner 
gelten nun ganz analoge Sätze, wie für das Legendre'sche. 
Zunächst flieaat unmittelbar aus der Definition die Bemerkung: 

Ist m relative Primzahl gegen jede der zwei poaitivüii 
ungeraden Zablen P uud Q, so ist 

(30) ©■(i)-Ög); 

denn, löst man die Jacobi'schen Symbole in Produkte von 
Legendre'schen auf, so werden beide Seiteu aus denselben 
Faktoren bestehen müssen. 

Ebenso leicht folgt, wenn m, m', m", . . . sämmtlicli prim 
sind gegen P, die zweite Formel: 

(31) (üji^::^')- (5). (»:). (';;;)..., 

welche der auf das Legendre'sche Symbol bezüglichen 
Formel (9) ganz analog ist; man hat zum Beweise eben nur 
diese Formel und die Definition des Jacobi'schen Symbols 
zu verwenden. 

Sind ferner m, m' (mod. P) congruont, so ist 

(32) (r)-{i). 

denn m, m' sind dann auch nach jedem der in P aufgehenden 
Primfaktoren p congruent und für einen solchen ist nach (8) 

(=) = ©• 

Mit Hilfe dieser einfachen Definitionen und Sätze ver- 
allgemeinem wir nun die Formeln (18), (24) und (25). Ist 
nämlich wieder 

P = pp'p"..., 

so folgt aus den Gleichungen 
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zunäclist die folgende: 

053) (^) = (_ 1) - ^ ^ 

Andererseits darf man achreibeü; 

P = l{p - 1) + 1] - [(i>'- 1) + 3] ■ [(i/- !) + 1 1 ■ ■ ■ 
Beachtet man nun, dass p — l, p' — 1, p" — 1, ■■■ gerade 
Zahlen, das Produkt aus zwei oder mehreren von ihnen also 
durch 4 theilbar ist, so entsteht aus der vorigen Gleichung, 
wenn die Multiplikation ausgeführt gedacht wird, folgende 
Congruenz: 

P— l = (j3— 1) + fl/— 1) + 0»" — !) + ■■■ i;inod.4) 
und daraus 

In der Formel (33) darf daher der Exponent von — l durch 
— - — ersetzt werden, und es entstellt so die der Gleichung (18) 
analoge Formel: 

(34) (-jl) - (- 1) ' . 

In gleicher Weise würde man zunächst au der Glöichuog 
getan geur 

(35) (J)_(-I)'~"'*' '""''"»""'''■■■. 
Man kann aber schreiben: 

p> _ ((f - 1) + 1) ((p"- 1) + 1) ((i.--- 1) + 1) . . . 

und jede der Differenzen p^ — 1, p"'' — 1, p"'^ — 1, ... ist 
durch 4 theilbar, jedes Produkt zweier oder mehrerer jener 
Differenzen ist folglich theilbar durch 16, sodass die Gleichung, 
aufgefasst als eine Congruenz (mod. 16), übergeht in 
p._ls(p'_l) + (j,->_l) + (y"._l) + ...(m„d.l6), 
also 

—5— = a- + 8- + 8 " + ■ ■ ■ ("■»>'■ ■') ■ 
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Hiernach kann der Exponent zur Rechten der Congnienz (35) 
durch — g — ersetzt und diese Gleichung, analog der Formel 
(24), folgender masaen geschrieben werden: 

(36) (i)-(-l)^. 

Endlieh wird behauptet, dass für irgend zwei positive, 
relativ prime imd ungerade Zahlen P und Q folgendes ver- 
allgemeinerte Eeciprocitätsgesetz besteht; 

(B') ©■{|) = (-0'^'''^"'- 

Heisst nämlich 

Q'^qq's"--- 
die Zerlegung von Q in seine gleichen oder verschiedenen 
Primfaktoren, so ist, der Definition des Jiicobi' sehen Sym- 
bols und der Gleichung (31) gemäss 

Q=J7(f). 

d. j. gieicli dem Produkte aller Legendre'schen Symbole, 
welche man erhält, wenn jeder Primfaktor in der Zerlegung 
von P als Zähler mit jedem Primfaktor in der Zerlegung von 
Q als Nenner des Symbols combinirt wird; desgleichen ist 

(9-ir(i)> 

wenn die Zähler und Nenner vertauscht werden. Dies gieht 

©■©=n(f)-(i) 

und nach dem Reciprocitätsgesetze 

wo wieder die Summation auf alle Combinationen je eines 
Primfaktors p mit je einem Primfaktor q zu erstrecken ist. 
Die Summe im Exponenten ist demnach nichts anderes als 
das entwickelte Produkt 
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tl. i. 

•srjp — i q—i^srip — ^ "S^lz"! 

Da hier der erste Faktor, wie gezeigt wordeu, der Zahl — - - 
(moJ, 2) congnient und ähiilicli der zweite Faktor der Zahl 
,, - (mod, 2) congruent ist, so wird der ganze Exponent 
(mod. 2) dem Produkte — s- ■ - „ - congruent, und damit ist 
die Gleichung (37) bewiesen. 

Die genannten Formeln lassen sieh noch in etwas ver- 
allgemeinern, wenn man mittels der Definitionsgleichung (29 b) 
auch negative Neuner in Betracht zieht. Offenbar bleiben 
dann die Formeln (31), (32) und (36) auch für den Fall giltig, 
dass der Nenner P durch — P ersetzt wird. Dagegen ist 
die Formel (34) für einen negativen Nenner falsch; 
denn ist V = — I', so würde nach der Definition 



/-i\ 



- (— 1) ' nicht = (— 1) 



sein. 

Desgleichen gilt die verallgemeinerte Reeiprocitätsgleiehung 
zwar nocb, wenn eine der Zahlen P, Q negativ ist, nicht je- 
doch, wenn sie es beide sind. Denn, ist zunächst P'= — P, 
so würde 

also 



~{-i) ' ' =(-1) ' ' 

sein, die Formel (37) also bestehen bleiben. Ist dagegen 
auch (^' = — (?, so findet sich 

(f:)-(?) = (T)-(^)^(|)-(l) 

also gleich 



y Google 



Von den quadi'atiBchcn Reuten. 137 

(-1) ' -(-1) ' 

ä. i. 

(f)-(|:)---(~-'p''"'. 

eine nieht mit der Formel (37) (iberoinstimnieiulo Uleichung. 

12. An diese Verallgemeinerung der Sätze über quadra- 
tisclie Keete knüpfen wir, zu ihrem Abschlüsse, noch eine 
Bemerkung. Noch sind wir nämlieh nicht dazu geführt 
worden, die dritte Frage definitiv zu entscheiden: ist eine 
gegebene ungerade Primzahl g von einer andern un- 
geraden Primzahl p quadratischer ßest oder Nicht- 
rest? Das Reeiproeitätsgesetz — auch in seiner Verallge- 
meinerung — giebt uns nur die Möglichkeit, die Frage nach 
dem quadratischen Charakter einer Zahl bezüglich einer 
zweiten zurückzuführen auf die umgekehrte. Wir sind nun- 
mehr jedoch auch in der Lage, vermittelst der im Vongen 
abgeleiteten Sätze die genannte Aufgabe zu lösen, und zwar 
können wir dafür eine sehr einfache Regel angeben, 
welche Eisenstein*) aufgestellt hat. 

Sind P und P^ zwei positive ungerade Zahlen ohne ge- 
meinsamen Theiler, so kann man bekanntlich stets setzen 

worin K eine ganze Zahl der Reihe 1,2, 3, , . , Pj — 1 ist^ 
Q aber, je nach den Werthen von P, P^ eine gerade oder 
ungerade Zahl sein kann. Im letzteren Falle könnte man jene 
Formel aber durch die folgende ersetzen; 

in welcher nun der Multiplikator von P^ eine gerade Zahl, der 
liest aber zwar negativ, doch wieder seinem absoluten Werthe 

*) Einfacher Algorithmus zui Beatiramung des Weithea von (y), 

in Crelle's Journal f. d. r. ii. a Mathematik Bd 37 p. 317. Ganz 
anders Methoden zu HolchRr Bestimmung hat Kionecker angegeben; 
s. Monatsber. der B, A. vom J. I8öO uud &itzungi,ber der 15. A. y, J. 
1884 p. 530. 
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nach aus der Reihe 1, 2, 3, ...1\ — 1 ist. Allgemein lässt 
sieh daher schreihen: 

(38) P = 2ft, ■ P, + s, ■ F^, 

wobei \ eine ganze Zahl, «, = + 1 und Pg eine positive, 
offenbar ungerade Zahl kleiner als P^ ist; die letztere kann 
auch keinen gemeinsamen Theiler mit P^ haben, da dieser 
gegen die Voraussetzung auch in P aufgehen, d. i, P und Pj 
gemeinsam sein würde. Folglich kann man jetzt eine ähn- 
liehe Formel aufstellen: 
(38) P, _ 2i, ■?, + .,- Pi, 

in welcher Ic.^ eine ganze Zahl, e^ = i ^ "^^'^ ^s '^^"^ posi- 
tive ungerade Zahl kleiner als Pg und ohne gemeinsamen 
Theiler mit P^ ist, u. s, f. Dies giebt eine Reihe ähnlicher 
Gleichungen: 

(38) Pa = 2\ ■ Pa + 6, ■ P^ 

u. s, f., allgemein 

(38) P_i = 21Ci -Fi + ei- P;+, ; 

sie ist nöthwendig eine endliche Reihe, da die neu ent- 
stehenden Zahlen Pg, P^, P^, . . . eine abnehmende Reihe 
positiver ganzer Zahlen bilden; keine jener Zahlen aber kann 
Null werden, ohne dass die nächst vorhergehende Zahl gleich 1 
wäre, denn, würde etwa P^^-i = 0, ohne dass Pj ^ 1 wäre, 
so hätten Pi_i und P; einen von 1 verschiedenen gemein- 
samen Theiler, was der Art der Herleitnng jener Gleichungen 
widerspricht. Die Reihe muss also enden mit zwei Gleichungen 
von der Form: 

p„-.i = 2h ■ P. + £„ ■ P<.+i 

f^^^ 1p„ =2i-„+,.P,+ , + ..+ ,.P„+,, 

wo nun P„+s = 1 ist. 

Denkt man sich dies System (38) von Gleichungen auf- 
gestellt, so lässt sieh der Werth des Symbols \~p) naeh 
folgender Eisenetein'scher Regel sehr leicht bestimmen: 
Man zähle, wie oft in jenen Gleichungen die beiden 
aufeinanderfolgenden Zahlen P; und e/Pi+i von der 
Form Ah -\- 3 sind; ist diese Anzahl gleich h, so ist 



y Google 



Von den (iiiadratischGa Resten. ti59 

(!)=(-»'■ 

Die Begründung dieser Regel ergiebt sich unmittelbar durch 
die in der vorigen Nummer entwickelten Formeln. Nach der 
ersten Gleichung (38) ist 

F^.£,P^ (mod.P,), 
folglich 



Diese Gleichung iianu aber nach dem Reciprocitätsgeael 
welches gilt, da eine der beiden Zahlen P^, s^l\ wenigste 
positiv ist, durch nachstehende einfachere ersetzt werden: 

und ähnlich erweise entstehen die folgenden Gleichungen: 



(39) 



te) = (~1) 



Die letate der Gleichungen (38) giebt zunächst 

jenachdem ^^.f i ■= -h 1 ist, hat dies Symbol den Werth + 1 



oder ( — 1) ; da man aber 



gleich 0, im zweiten gleich — 1 hat, kann man jene Gieichiiug 
auch, übereinstimmend mit den früheren, so schreiben: 



(311) 



GS;)-'-)' 
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Wordtiii nun die simimtlichen Gleichungen (39) in einander 
multiplicirt, so entsteht links einfaeh (-p-); denn, da der Wertli 
des Jacobi'schen Symbols stets + 1 isi^ giebt jedes solches 
Symbol in sich selbst multiplicirt ~\- 1. Auf den rechten Seiten 
aber steht überall + 1, ausgenommen die in der Regel be- 
zeichneten Fälle, in denen gleichzeitig P,- und BiPi^i von der 
Form 4A -f- 3 sind, wo dann die rechte Seite den Wertlt — 1 
hat. Geschieht dies /i;nial, so findet sich also in der Tbat 



(^) »(-')'. 



Wird insbesondere diese Kegel angewendet auf zwei ver- 
schiedene ungerade Primzahlen F = p, -P, ^ 2, so dient sie 
zur einfachen Entscheidung des quadratischen Charakters der 
ersten zur zweiten, womit die Beantwortung der dritten Frage 
vollständig geleistet ist. 

Um an einigen Beispielen die Regel zu erläutern, 
wählen wir 

1) das Symbol (töj^^qIh) ■ Wird zur Abkürzung der 
Nenner n genannt, so ist das Produkt gleich dem Produkte 



■O-Cf)^ 



Der erste Faktor ist — 1, da n von der Form 4/( + ;S, der 
zweite Faktor ist -}- 1, d& n von der Form 87i + 7 ist, also 
ist zunäclist der Wortli des Symbols gleich 



üni letzteres zu ermitteln 
auf, welche hier folgende sind: 



Ma- 
lus — 
63 — 
23 — 
17 — 
U — 



lellen wir die Gleichungen (39) 

« + 143 
143 + 103 
103— 63 

63 — 23 

23+ n 
n — 11 
11-^ B 

5 + 1 . 
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Man findet nun ^ = 3, also (- ) = — 1, und demnach 

(—:'"• )_. + !. 

U2729i3/ ' 

Gauss hat (üiquis. Ärithui, art. 328) die Wuraeln der Con- 
gruenz 

x^ = — 286 (mod. 427294B) 

ermittelt und gefunden 

x = + 1493445. 

2) Sei zu hestimmen [^J . Die hier geltenden Glei- 
clumgeu (39) lauten: 

773 = 2 ■ 343 + 87 

343 = 4 ■ 87 — 5 
87 = 18 ■ 5—3 
5=2- 3 - 1 , 

woraus Je ^ V), folglich ( ' -j ^ — 1 gefunden wird. Die 
CongmeuK 

x' t:^ 773 (mod. 343) 
ist also unlösbar. 

13. Wir kehren nunmehr noch einmal zum Gaussischen 
Lemma zurück, welches die wesentliche Grundlage des oben 
für das Reciprocitätagesetz mitgetheilten Beweises bildet. Eine 
Verallgemeinerung dieses principiellen Satzes, wie sie zuerst, 
von E. Schering dnich eine Mittheilung an die Berhuei 
Akademie*), sowie duich Kroueckei m seinen "Ümversitats 
Vorlesungen bekannt gegeben woiden ist, ist diesen Foisehern 
Änlass geworden, wiederholt auf den dritten Gaussischeii 
Beweis zurückzukommen**"», um ihn nich Möglichkeit zu vei 

*) Monatsberichte dei Beitinei Akademie vom 22 Jnni i87b 
**) S. E. Sehering's Abhandlnng in dem 1 Bande dai Acta mathe 
matioa, sowie Beinen Beweis des IietipiocitätBgeBetzes in dpn Gdttingei 
Nachrieliten 1879 p. 217; fi'iaei Kioueckei in den Monat^bei dei 
Berliner Akademie Tom 23 Tum IS76 dt'^gl beine Abhli Beweis des 
Eecipi-ocitätageeetzea für du, quadiatischeu Ke&te, m den Sitzungabp 
der Bevl. Akad. "vom 7. Febi 1884 U bPi den dritten Gauasigeben 
Beweis etc., 12. Juni 1884 (auch im J t d i u a Math Bd 97 p i ) 
und Bemerkung zu Hrn. Linit Scliiing s Mittheilung Sit/ingibn 
TOm 6. Febr. 1885. 
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einfachen und seine eigentliclie Quelle, die einfachsten aritli- 
metiachen Bestimmungen aufzudecken, aus denen er fliesat. 
So sind der SchiLar der Beweise für das Iteeiproeitätsgesetz 
noch einige sehr einfache hinzugefügt worden, und da nament- 
lich die Eronecker'schen Betrachtungen gewissermasseii als 
abschliessend, nämlich als solche bezeichnet werden dürfen, 
welche volle Einsicht in die Natur und den Zusammenhang 
der obwaltenden Beziehungen gewähren, wollen wir hier die 
Lehre von den quadratischen Resten mit der Darlegung der 
genannten Untersuchungen beschliessen. 

Bei dem verallgemeinerten Gaussiachen Lemma handelt 
es sich um zwei ganze Zahlen P, Q, welche nicht mehr Prim- 
zahlen zu sein brauchen, die wir aber grösserer Einfachheit 
wegen von vornherein als positiv, ungerade und ohne gemein- 
samen Theiler, übrigens beliebig voraussetzen wollen. Man 
betrachtet die Produkte 

(40) 1-Q, 2-Q, 3-Q, ■■■ ^~- ■ Q 

und ihre absolut kleinsten Keste (med. P), Zahlen, die also 
Bämmtlich der Reihe 

(41) ±1, dz 2, +3, ■ .. + ^i 

angehören. Bezeichnet man allgemein für eine Zahl /* aus 
der Reihe 

(42) 1,2,3,...:^-' 

den absolut kleinaten Rest von Ä ■ Q mit H_ '''j *^^^ ^^% '^^^^ 

(43) hQ=.±h' (med. P) 

und auch h' eine Zahl der Reihe (42) ist, so überzeugt man 
sieh genau wie beim Gtaussischen Lemma, dass die den 
sammtlichen Zahlen h der Reihe (42) entsprechenden Zahlen 
h' diese ganze Reihe erschöpfen. 

Die Anzahl derjenigen h, für welche der absolut kleinste 
Rest negativ, also in der Congruenz (43) rechts das untere 
Zeichen zu nehmen ist, werde wieder durch (t, und als die der 
Zahl Q (med. P) entsprechende Gaussisehe Charakteristik 
bezeichnet. Für ihre Bestimmung, auf welche es beim dritten 
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Gaussischen Beweise wesentlich ankommt, werden wir natm'- 
gemäss auf eine nähere Untersuchung der Bedingungen ge- 
wiesen, unter denen in der Congrueuz (43) das ohere oder 
untere Vorzeichen eintreten wird. 

Wir führen zunächst einige sehr hequeme Bezeichnungen 
ein. Währent!, wenn x positiv war, E(je) das grösste Ganze 
bezeichnete, das in x enthalten ist, verstehen wir gegen- 
wärtig für ein beliebiges «, sei es positiv oder negativ, 
welches jedoch für das Folgende stets als nicht ganzzahlig 
angesehen werden darf, darunter die grosste ganze Zahl, 
welche algebraisch nicht grösser als x ist; mit G{x) 
bezeichnen wir diejenige ganze Zahl, welche am nächsten 
an X liegt, und setzen 
(44) a: ~ G{x) = li(x), 

sodass stets 

1 > a; — E{x) > 

Rix) absolut < — 
istv Ist nämlieh 

x — M{x)<^, 

G{x) = F.{x) 
algebraisch kleiner als x, und folglich 
0<Ji(i)<-l; 



1 ist 



ist dagegen 
80 ist 



--ß(^)> 



G{x) = E{x) + L 
also algebraisch grösser als X, und folghch 
0>K(^)>-{. 
Bedeutet endHch \_x\ den Absolutwerth von x, so wird 
,-^ nothwendig + J sein, und wir bezeichnen diese positive 
oder negative Einheit nach Kroueekcr mit 
sgn, X. 
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Man findet sogleich daraus die Beziehung 

sgn. {xys...) =^ sgn.a; ■ sgn.y ■ sgn.« ... 
Dies vorausgeschickt, betrachten wir nunmehr den U.est 
von hQ (mod. P). Heisst r der iileinste positive Rest, iler 
Art, (lass man setzen kaun: 

iÖ - tP + f - (J + 1)P - (P - .■), 
während r eine der Zahlen 1, 2, 3, ... P— 1 ist, so ist 

iat hierbei T<-äf so ist es seibat, ist aber ^> „■? so ist 
P — )■ der absolut kleinste Rest von hQ (mod. P) und zu- 
gleich wird dem entsprechend 

a (^fj = /c oder = Ä + t 
unA R\-^A positiv resp. negativ, d. h. 

sgn. P (^) = + 1 oder = - 1 
sein. Und folglich lässt sich stets die Gleichung aufstellen: 

(45) ;.«_p.G('f) + ;.-^<,g..Zi{'V«) 

und daher auch folgende Cougmenz 

(4ß) hQ=:h'- sgn.if(^) (mod.P). 

Diese Congruenz bildet nun die Grundlage für alle 
ferneren Betrachtungen. 

Unmittelbar fliesst aus ihr zur Bestimmung der 
Charakteristik (i nachstehende Gleichung: 

(«) (-i)'~<,g«.J/Ji("i?)- 

■wo das Produkt über alle Zahlen /( der Reihe (42) auszu- 
dehnen ist. 

14. Mit Hilfe derselben beweist man nun ohne grosse 
Muhe die Verallgemeinerung des Gaussischen Lemma, wie 
folgt 
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Die Zahlen der Eeihe (42) können in Classen getheilt, 
werden, indem man in eine und dieselbe Classe alle diejenigen 
dieser Zahlen zusammen fasst, welche mit P denselben grössten 
gemeinsamen Theiler haben. Sei d irgend ein Theiler von P, 
so giebt es in der Reihe 

1, 2,3, ... P- \, 
wie in No. 11 des 1, Abschnittes gezeigt worden, g<tnau (pl-y) 
Zahlen Ti, welche mit P den grössten gemeinsamen Theiler d 
haben, sotlasa, wenn 

P=P^d, h = h,d 
gesetzt wird, P, und /(, relative Primzahlen sind; da zugleich 
mit h anr.h P — h eine solche Zahl ist, finden sich in der 
ßeihe 

1, 2, 3, ... ^ 

q)( ,), kiUv.cr y ?>(P,) solcher Zahlen /(. Ist aber /* eine 
solche Zahl dieser ßeihe, so ist's nach der Congruen/. (46) 
auch 7(', sodass, wenn h'=hid gesetzt wird, hi auch relativ 
prim ist zu Pj und die Congruenz (46) flbergeht in die 
folgende: 
(48) /*, Q^K- sgn. P C'^) (mod. Pj) ; 

durchläuft /( die ganze Classe der dem Theiler d ent- 
sprechenden Zahlen, so wird's /(' anch thun, während h^ und 
Ai die Zahlen der Eeihe 

l,2,3,...\^' 

durchlaufen, welche relativ prim sind zu Pj. .Das Produkt 
aller jener ist daher dem Produkte aller dieser gleich: 



n'.-n"'. 

! prim gegen Pj. . 
Qan demnach dann 

(49) Q' '"■' ~ JJsgn. E (?^) (mod. P.) , 



und gleichfalls relativ prira gegen Pj. Aus der vorstehenden 
Congruenz gewinnt man demnach dann die Folgerung: 
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in welcher rechts die Multiplikation über die genaiiüteii Zahlen 
Ä, zu erstrecken ist. 

Nach Nr. 21 vor. Ahsclin. ist aber 

Ö' =1 (mod.l\), 
sobald Pj au.s mehr als einem Primfaktor zusammengesetzt 
ist. Dagegen ist nach dem Euler'sehen Criterium 



« = (f) ('»"■i- -p.), 

wenn Pj Potenz einer einzigen Primzahl, Pj =jj" ist; denn 
nach diesem Cnterium ist zunächst 

d. fa. 

woraus mit Rücksicht darauf, dass (---) ^ -|- 1 ist, durch Er- 
hebung znr p^" Potenz 

e--„ (£)+,..„, 

darauf 

u, s. Vf., endlich 






sich I 

Ersetzt man demnach diesen beiden Fälleu entsprechend 
die linke Seite der Congruenz (49) durch die congruenten 
Zahlen 1 resp. \~\ und bedenkt, dass dann links und rechts 
nur Einheiten stehen, so ergiebt sich die Gleichheit 



y Google 



Von den quadratischen Resten. 147 

nsgn.i.(M)^l,e,,. =(|), 
in welcher das Produkt zur Linkeu auch durcli das audevo: 

ersetzt werden kann, wenn man in diesem die Multiplikation 
nur auf alle Zahlen h der hetraehteten Classe erstreckt. 

Wird dagegen nun das Über alle Zahlen h der Reihe 
1, 2, 3, . . . — - — erstreckte Produkt 

in Betracht gezogen, so kanu dasselbe augenscheinlich in 
Theilprodukte zerlegt werden, entsprechend den oben unter- 
schiedenen Classen von Zahlen h. Dasjenige Theilprodukt, 
welches auf die dem Theiler ä von P entsprechenden Zahlen 
7i sich bezieht, haben wir soeben ermittelt. Um aie daraus 
alle zu erhalten, müssen wir d sämmtliche Theiler von P 
durchlaufen lassen, wobei jedoch dann auch P^ = j diese 
säramtliehen Theiler durchläuft. Ist P, in Prinifaktoren zerlegt, 
P = p" -p^^ -P^---, 

so wird das Theilprodukt, dem vorigen zufolge, nur dann von 

1 verschieden sein, wenn P, einen der Werthe hat; 

Pj = i)" für a = 1 , 2, ... ff 

Fi=Pl^ für % = 1, 2, ..- ßi 

Pj =^, für «3 = 1,2,..- tq 

n. s. f., wo es dann resp. gleich 

\p/ ' \pj ' \pj ' 
sein wird, und das Gesammtprodukt wird demnach endlich 
gegeben durch die Formel: 

iT^.-^('f)=(fr-(^r'(r- 

d. h. nach der Definition des Jacobi'schen Sjmbols: 
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(50) ]7.g..«('^)_(«), 
Mai) finflet deiaiiach aus (47) 

(51) (J) - (- 1)' 

und in dieser Formel haben wir das verallgemeiiiei-te 
Gaussische Lemma: Ist (i die Anzahl derjenigen (mod. P) 
genommenen absolut Icleinsten Reste der Produkte 

1 ■ e, 2 . g, ^-Q, ■■■ ^- ■ Q, 

welche negativ sind, so ist (4) = 4- i, jenaclitlen! jt 
gerade oder ungerade ist. 

15. Auf Grnnd dieses verallgemeinerten Gaussischen 
Lemma oder der mit ihm gleichbedeutenden Formel (50) lässt 
sieh das E-eciprocitätsgesetz und zwar sogleich in seiner 
verallgemeinerten Gestalt auf folgendem, von B.Schering 
angegebenen Wege bestätigen. 

Wird zur Abkürzung die ganze Zahl G{x) mit (/ be- 
zeichnet, so liegt, wie bemerkt, x — ff stets zwischen rb»"- 

-{<* — i'< + i' 

und daraus folgen die Ungleichheiten: 

welche zeigen, dass 
ist. Der Ausdruck 

erhiilt demnach, wenn x positiv ist und /. die ganzen Zahlen 

1, 2, 3, .., (/ 
durchläuft, nur positive Werthe, wird aber negativ, sobald 
h>g*)] dasselbe gilt vom Ausdrucke 
X — li, 

") Ist y = also B{x) > 0, ao sind » + „ — ^ '"itl ^ — '^ 
negativ für jedes positiv»' ganze h. 
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falls 

x — (j — It(x) > 

ist; dagegen wird er bereits einmal früher negativ, für /^ =^, 
falls 

B(x) < 

ist. Die Anaahl der positiven Werthe des ersteren Ausdrucks 
filr alle ganzen positiven Zahlen 7; — wir nennen dieselbe 

jip, ■ (^ + i - '') 

— ist demiiitdi im ecstereu Falle gleich, im Ititafcoreii um v'ma 
Eifliieit grösser, als die Äuzalil der positiven Werthe des 
aweiten Ausdrucks: 

Apg, ■ [x — 7e). 

Hiernach kann gesetzt werden: 



wobei es offenbar erlaiibt ist, die Reihe der Zahlen A nur so- 
weit heranzuziehen , dass sie mindestens die Zahl 



(52) sgn.JiW_(-l) ' 

mbt ist, c 
ass sie n 

,J - e{x + i) 
in sicli. enthält. 

Wenden wir diese allgemeine Formel auf den Fall an, 
wo X ^= ^ , h aber eine Zahl der Reihe 1, 2, 3, ... — 
ist, so ist Ä < -^ , a: + ^ < ^~- , und demnach 

Man Hn<Iot daher 

wenn /;: die Reihe 1, 2, d, ... ö"— durchlauft, und folglich 



yGoosle 



150 Dritter Abschnitt 

weno man mit Ap ilie Anziilil der ]Hisitiven Wertlie be- 

aeielijiet, welelie der zu diesem Zuiclien gusetzte AusLh'uuk 
aünimiiil, während 

h die Wertlie 1 , 2, 3, . . . --^, 



li die Wertlie 1, 2, 3, 



g-i 



durebläuft. Die Anzahl der positiven Wertlie eiiiey Aus- 
drucks ist aber uiiiibbänifig davon, in welcher Reihenfolge 
die Systenje h, k herangezogen werden; man darf daher 
^ ^- — /.: für /;; schreiben, denn zugleich mit Ic durchläuft 
diese Differenz die Reihe 1, 2, S, . . . - -^ — , nur umgekehrt; 
so dai'f man also statt des ersten jener Ausdrücke, 

auch den andern: 



einsetzen. Andererseits wechseln die Ausdrücke ihr Vorzeichen 
nicht, wenn man sie mit Q dividirt. Aus diesen Gründen und 
auf Grund der Formel (50) kann die obige Formel durch 
die andere ersetzt werden: 





0-^- 


A/j- 


(M-9 


-t.('-i). 




Auf demselben 


Wege 


aber liudet 


sich natörlicii 




(1) = ^ 


- 1) '•' 


e+M) 


-t.(i-i), 


1(1 


Mglicli 









Nun muss aber für jede der -- ■ „" Combinationen der 
Zahlen 7i, Je entweder der erste oder der zweite Ausdruck 
in dem Exponenten von — 1 positiv sein, jede solche Com- 
bination giebt also entweder zur ersten oder zur zweiten 
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Anzahl eine Emheit, imd (1er Exponent der rechten Seite ist 
demnach der Anzahl aller Couibinationcn, Ü. i. — ^— • -—^ — 
gleich, das allgemeine Reciprocitätsgesetz also bewiesen. 

16, Durch eine andere geeignetere Einkleidung deaselbeii 
Grundgedankens, aus welchem dieser Scheriag'sche Beweis 
geflossen ist, ist Kronecker zu einem besonders ein- 
fachen Beweise des Legsndro'schen lleeiprocitäts- 
gesetzes geführt worden.*) Die Bemerkungen, welche wir 
über die Vor zeichen der Ausdrileko 

X -■ k und x-{-^ -- h 

gemacht haben, beweisen unmittelbar die Richtigkeit der all- 
gemeinen Formel: 
(53) sgn. E{cc) = sgn.JJc^ - /,) . (^^^ -|. i - /■), 

wenn die Multiplikation über alle positiven ganzen Zahlen k 
bis mindestens f/ = Eix -\- - 1 inclusive fortgesetzt wird; im 
besonderii ergiebt sich demnach 



eine Formel, welche eine gleiche Umgestaltung zulässt, wie 
wir sie im vorigen am Exponenten von — 1 voUzogen haben, 
und dann die Gestalt erhält: 

(54) .g..^(¥)-=H".i7(J-|)-(l+|-i)- 

Vermittelst derselben geht unsere 'jrundforniel (46) in 
nachfolgende über: 

(56) * C .. /.■ . »g..//(J - |) g', + I - i) (Moi P) . 

Durchläuft nun Ji seine Wertho 1, 2, 3, ... — ^ — , womit 
auch h' dasselbe thut, so ergiebt sich durch Multiplikation: 

*) SitaungBtiei-. vom 7. Febr. 1884, II. 
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(mod. P), 

wo Hie Multiplikation zur Beehten auf alle Combiniitiouöit 
der aogegebcnen Werthe von ?i und h sich erstreckt. 
Für den Fall aweier ungeraden Primzahlen 

lässt diese Cuimnienz sich durch das gleiche PruduhL 



IT'-JT" 



weil es zu p relativ prim ist, dividireu. Andureraeiis ist 
nach dem Euler'schen Criterium, welches hier der 
einzige Hilfsaatz ist, dessen man bedai-f, 

und MO CJitsteht hier aus der vorigen (JoiigrueiiK die Glci- 

Z)"' (!)-»g...TO-')-(Hi-l) 



eine Gleichung, welche das Gaussiaehe Lemma ver- 
tritt und als eine besonders geeignete Umi'oruiung 
desselben zu erachten ist; denn auf gleiche Weise findet 
man offenbar 

und die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem vorigen giebi 
unmittelbar: 

d. i. das Legen dre'sche ReciprocitätsgesetK. 
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n. Es leuchtet ein, dass diese Betrachtung uiif Grund 
des verallgemeinerten Gausaischen Lemma, d. h, wenn man 
sich der Formel (50) bedienen will, statt der Formel (56), 
d. i. einer neuen Bestimmungs weise des Legendre'schen 
Symbols, durch nachstehende Formel: 



p') (s-'s»-ne 



sogleich die entsprechende Bestimmung dca Jacobi'scheu 
Symbols und damit das verallgemeinerte Reciprocitäts- 
gesetz herbeiführen würde. Aber Kronecker hat gezeigt, 
dass diese Formel durch eine sehr viel einfachere ersetzt 
werden kann, nach welcher 

pB) (9-»...n(i-i) 

ist. Die Zurückführung jener Gleichung auF diese 
Form kann unmittelbar geschehen''') durch folgende 
Erwägung. 

In dem Produkte 

sind von den Faktoren, welche einer bestimmten Zahl h ent- 
Bprechen, alle diejenigen negativ, in denen Ic eine der Zahlen 

von 1 bis Ey^ p) einschliesslich ist, die späteren werden 

positiv, jener Zahl Jt entsprechen also ^(g ^- -^J negative 
Faktoren, und demnach hat das Produkt genau soviel nega- 
tive Faktoren, als die Summe 

beträgt; es ist daher 

*) Ä. a. ü. No. ril. 
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, 1_ 11 . ^ ^ I — < I \ ■ 

''' 
Nun folgt aus der Oleichuiig 

zuerst, du SS 



also 



uüd 



CA __ '1^\ — 5L~:_'-_ „ /-■' ^'!^1 



ist; andererseits liefert sie, als Cougruenz (mod. 2) aufgefasst, 

also 

woraus 

und demna.ch 

hervorgeht. Diese Beziehuug verwandelt aber in der Tliat, 
wie gezeigt werden sollte, die Formel (57) in die einfachere 
Formel (58). 

Die wahre Quelle dieser letztern jedoch hat Kro- 
ueeker in einer andern Abhandlung*) angezeigt, und es ist 
ohne Zweifel sehr beraerkenswerth, dass sie gerade in den- 
jenigen einfachen Sätzen zu erblicken ist, aus denen der dritte 
Gauasische Beweis sich entwickelt; zugleich erhält dieser 

*) SitzangsLer. vom 12. Juai 1834. 
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Beweis selbst mit solcher Herleitung öiuer Formel, 
welche das Ileciprocitätsgesetz unmittelbsir orkeunen 
lüBst, seine <lenkbar einfachste G-estalt,*) 

I. Nach der Bedeutung des Zeichens E(x) ist allgemein 
für jedes nicht ganazabligc x 

0<g<l. 
Daraus folgt, so oft Q eine ganze Zahl ist, 

{^>^x^-{)- E{x) - 1 + r, 

wo |'= 1 — § ebenfalls positiv und kleiner als 1 ist, mit 
andern Worten: 

E(«-«)-e~i'w-i 

oder 

(59) E(x) + E{Q-x)~q^--\. 

W. ferner hndet sich 

und demnadi, wenn S<^, cl. h. jS(it) > Ü ist, 

E(^2x) =^ 2E(x) also gerade, 
wenn aher I > ^, d. h. B(x) < ist, 

E{2x) = 2E{x) + 1 also ungerade. 
Aus diesen zwei, im Art. 4 der betreffenden Abhandlung 
(Op. 11 pag, 1) enthaltenen Gaussischen Grundgedanken folgt 
unmittelbar 

Bgn.K(i)-(-l)«"l 

oder auch, naeh (59), so oft Q ungerade, also ^ — 1 gerade ist, 
Demnach kann man auch nach Belieben 



*) Kroneckei- hat in einer Notiz in den Sitziingebuv. dci' Berl, 
Ak, Y. J. 1885 noch eine setr einfache Daratellnng dieses Ganseiaolien 
Beweises gegeben, die einen etwas andern Ausgangspunkt nimmt; der 
Kürzo wogen muss hier darauf verwiesen werden. 
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:{'f) -(-!)"■<" 



sutaen. Üurchläiift uuu /( die Zahlenreihe 1, 2, o, ... -^ , 

ao ist zuerst & < t i f^lso 2h eine gerade Zahl der genannten 
Zahlenreihe; in diesem Falle wählen wir die erste der vorigen 
Bestimmungen. Wird aber ä>tj "^^^o 2/*> , so ist P — 2/t 
eine ungerade Zahl jener Reihe, und dann wählen wir die 
zweite der vorigen Bestimmungen. Offenbar erfüllen aber jene 
geraden Zahlen 2h und diese ungeraden Zahlen P — 2h die 
gesammte Reihe 1, 2, 3, . . . ~^ ' i ''^^^ wenn man demnach 
das l'rodukt 



bildet und die Vorzeichen seiner successiveu 1^'aktoreu nach 
der getrolFeneu Wahl zum Ausdrucke bringt, so hndet sich 
eint'acli 

Nun bemerke man nur noeh, dasa ersichtlich der Ausdruck 

'" _ h 
Q ' 1' 

für ein bestimmtes h solange negativ ist, iilw die ganze Zahl 

li <-p , so findet man sofort 

und i'olglicli 
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(00) .,..nn{\^)=>^:n{i-'ä- 

Soweit gilt alles, wie beseliaffen die positiven 
ungeratleii Zalileii P uud Q auch sind, und daher 
würde das verallgemeinerte Gaussische Lemma oder 
dio Formel (50) sogleich uns die Bestimmung des 
Jacobi' sehen Symbols durch die Gleichung (58) er- 
geben. Zur Darstellung des dritten Gauasischen Beweises 
aber haben wir nun unter P, Q zwei Primzahlen p, g zu ver- 
stehen. In diesem Falle führt dann die Congruenz (46), wenn 
sie für alle Zahlen Ä = 1, 2, 3, . . . ■^-g" gebildet wird, genau 
wie beim vorigen Kroneeker' sehen Beweise allein mit Hilfe 
des Kuler'sehen Criteriums zu der Folgerung: 



is-'^-m- 



eine Formel, die au Stelle des Gaussisohen Lemma steht uud, 
mit dei' analogen: 

© = =^..■1/(1-1) 

verglichen, ohue weiteres das Legendre'sche Beciprocitäis- 
gesetz ergiebt. 

18. Alle diese Betrachtungen, welche darauf zielen, f"ir 
das Symbol [y) oder das einfachere (--) Äusdrüehe herzu- 
leiten, wie die im verallgemeinerten Oaussischen Lemma oder 
den ihm gleichbedeutenden Formein (50), (57), (58) von uns 
gegebenen, geeignet, das Reeiprocitätsgesetz erkennen zu 
lassen, sind mir als Abarten oder Umgestaltungen dos dritten 
Gaussisehen Beweises anzusehen. Kronecker hat ihnen 
nun aber auch eine solche Richtung zu geben verstanden*), 

*) MittheiluTig vnm 22. Juni 1876 % -S, sowie illejenigB vom 7, Vchi: 
1884 Ko. IV. 
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(lass sich aus ihnen ein neuer Beweis des Reciprocitätsgesetzes 
entwickeln lässt, welcher besonders darin bemerken s wer th ist, 
dass er gewiaserniassen dem ersten Gaussisehen Beweise au 
die Seite tritt. Wir können es uns nicht versagen, zum 
Schluss auch diesen Beweis hier noch mitzutheilen. 

Seinen Ausgangspunkt bildet der Kroneeker'scbe Aus- 
druck 



welchen wir zur Abkürzung durch das Symbol (Q, P) be- 
zeichnet haben; und seine Methode besteht darin, aus diesem 
Ausdrucke seibat durch Entwicklung seiner Eigenschaften den 
Nachweis zu führen, dass er mit dem Jacobi'aehen Symbole 
(^j identisch ist. 

Unmittelbar erkennt man aus dem Ausdrucke die Reci- 
procitätsgleichung: 

l'-l Q~l 

(C2) (p, e) • (e, p) - (~ 1) ' ' " , 

nicht weniger einfach auch die Beziehung 

(03) (e,-P)-(-i)' 

Ist Q' eine zweite positive, ungerade und au P relativ prinie 
Zahl, so wird entsprechend 

(«■, p) _ (»- 1) '■ 

sein. Wenn aber Q, Q' einander (uiud. P) congruent sind; 

Q -^ q- (moA. F) , 
so siind sie's auch (mod. 2P), und man findet sehr leicht 

also auch 
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(64) («,-P)-(0',P) 
liCT vorgeht. 

Ist dagegen 

Q=^~Q' (mod. P) 
also auch (mod. 2P), so findet sich ebenso leicht 
7i{"|>l+£(V?)(mod,2), 

woraus sogleich die Beziehung 

(65) («, P) _ (C, P) . (- 1)^ 
hervorgeht. 

Beachtet man ferner, daas aus der Oongrueiiz (43), wenn 
r den kleinsten positiven Rest von hQ (mod. P) hedentet, 
je nach dem Vorzeichen )■ = li' oder r ^=^ F — /*' sich findet, 
während nach (59) 

ist, so wird 

Ode, _E(^) = £f|-)(moJ.2) 
sein. Aus der leicht zu hestUtigendeo Gleichung 

j=;(W)_e-._B('^)+i;(f) 
folgt mit Rücksicht hierauf jedenfalls 

/.•('M:)=£(^«) + js(5y) (,„.„. 2). 

Durchläuft aber h seine Werthe 1, 2, 3, ... — -— , so ihut's 
auch h', und folglich findet sich kraft dieser Congruenz und 
der Gleichung (63) ohne weiteres: 

(66) (««', P) = («,P)-(«',P)- 

Nach der Eeciprocitätsgleichung (62) folgen die Glei- 
chungen: 
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P—l Q/—1 

i'-i <;q'-i 

(««',-P)-(P,eö')~(-l) ■ " ; 

werden die beiden ersteren in einander miiltiplieirt und mit 
der letzteren verglichen, so lehrt die zuletzii gefundene Be- 
ziehung im Verein mit der Congruenz 

-'-'v-^-'-^' + ^'r '("-'■ 2) 

die neno Beziehung: 

(f.7) (P, ««■) _ (P, «) . (P, «■). 

19. Aus der Reihe der so gewonnenen Eigenschaften des 
Symbols (l^, P) kSuneu wir nunmehr seine Identität mit dem 
verallgemeinerten Legendre'sehen Symbole (^1 erweisen. 

Die letzte Beziehung lehrt sogleich, dass diese Identität 
sicherlich Htattflndet, 

(68) (8,P)-(|), 

.sobald für jede ungerade Primzahl p das Symbol mit dem 
einfachen Legendre'sehen identisch, also 

(69) {«,?) - (f) 

ist. Dies letztere suchen wir nachzuweisen. 

Wir könnten ea erreichen, indem wir die fundamentale 
Congruenz in der Form (55) imd das Euler'sche Criterium 
zu Hilfe nähmen; jedoch würden wir mit dem letzteren schon 
das eigentliche Gebiet der quadratischen Reste verlassen; viel 
interessanter ist's, dass sich zeigen lässt, wie man, ganz wie 
der erste Gaussische Beweis, durch Betrachtungen zum Ziele 
gelangen kann, welche innerhalb dieses Gebietes sich be- 
wegen. Wir brauchen uns zu diesem Vorhaben sehr heachtens- 
werther Weise nur, statt auf das Euler'sche Criterium, auf 
jenen andern Gaiiasischen IlilfssatK*) zu stützen, durch 



*) Disqiiia. avithmet. art. 129, 
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welchen wesentlich auch der erste Gausaische Beweis --er- 
möglicht wird, und welcher folg ender maasen lautet: 

Ist W eine Primzahl von der Form 8A ~j-" 1? so giebt 
ea unterhalb W eine ungerade Primzahl, von welcher 
ST quadratischer Nichtrest ist. 

Zu seinem Beweise bemerken wir, dass für alle Prim- 
zahlen dieser Form, deren kleinste die Zahl 17 ist, j/ö > 4, 
also gewiss Sf > 2 Y^i + 1 i^*' Wählt man demnach 
l = j&'d/s'), so ist 21 -\- \ eine ungerade Zahl kleiner als EI, 
und die Zahl 

L = l-2-3---(2; + 1) 
besteht, ausser aus der Zwei, nur aus Primfaktoren, welche < S. 
Wäre nun ST quadratischer Eest von allen Primzahlen, welche 
kleiner sind als sr, so würde, da S' = 8ä -|- 1, also zugleich 
auch quadratischer Rest für jede Potenz von 2 ist, den Sätzen 
der No. 4 zufolge, die Congruenz 

s^ ^ ET (mod. L) 
erfüllbar sein, und es gäbe daher eine positive, ersichtlich zu 
L relativ prime Zahl h, so beschaffen, dass 

W '^W (mod. L) 
ist. Demnach würde auch 

h{m — i'^(m — 2^)---{m — P) = k{k'--~ r').-.(i^ — r'), 
d. i. 

— {k-\-l)ß^t — l)---(!c-l-l)k(k—l)---(k~r) (mod.i) 
sein. Nach No. 8 des ersten Abschnitts ist aber die rechte 
Seite der Congruenz durch den Modulus L theilbar, denn der 
Quotient kann geschrieben werden wie folgt: 
...{k-i-l-i}(]c + l) 



i . a . ä . . . (i 


-'- 


1). 1.2.3. ..(ä;-f- 1)' 


t + i- 


(*- 


;-l) + (2i+l) 


be gilt alao 


auch 


von der linken Seite, 



ist. Dasselbe gilt t 

relativ prim ist gegen L, auch von dem Produkte 

(j,_l").(a_2')...(B--?). 

Da nun der Modulus auch folgendermassen sich schreibei 
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(I + 1) . {(l + 1)^ - I^) • {{l + 1)^ - 2^) . . ■ {(l + 1)^ - f) , 
so würde demuacli 



- P 



i + i'H-l-iy- v (i'+iy - 2^ " ii + ir- p 

eine ganze Zahl seiü müssen, während docli, nach der Wahl 
von l, jeder der Quotientenj aus denen das Produkt besteht, 
ein echter Bruch ist. Dieser Widerspruch zeigt die Unmög- 
lichkeit der Aanahme und beweist damit den Satz. 

20. Gehen wir nun zu unserm Nachweise Über. Aus der 
Formel (66) ergiebt sich zunächst, wenn P==j) uud Q'=Q 
darin gesetzt wird, jederzeit 

W,p) - 1, 

insbesondere also auch 

Ist demnach R quadratischer Rest (mod. p), der Art, 
dass eine Gongruenz besteht 

Q^^E (mod-p), 
so findet sich aus dem soeben Bewiesenen in Verbindung mit 
der Formel (64) sogleich auch 

(B,p)-1, 
ä. h. 

Hiernach kann das Symbol {Q,p) nur dann gleich — 1 sein, 
wenn Q ein quadratischer Nichtrest von p ist. Ist es aber 
für eine Zahl Q = M gleich — i, so wird es dasselbe auch 
für jeden quadratischen Nichtrest Q = N (moä.p) sein; denn, 
da MN alsdann ein quadratischer Rest ist, erhalten die Sym- 
bole {M,p) und (N,p) nach der Formel 

iMK,p) = iM,p) ■ (N, p) 
gleiches Vorzeichen, man findet also 

(N,p) - - 1, 
d. h. 
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Alles gipfelt demnach in dem Nachweise, dass 
eine Zahl W vorhanden ist, für welche 

{M,'p) = — 1 
ist, 

1) Für Primzahlen von der Form ß = 4ft -j- 3 folgt dies 
ganz einfach aus der für Jf^ — M! (mod. jj) geltenden 
Formel 

(Jlf,,,) = (Jlf',y).(-lp . 

Man wähle M'= l, M = 2p — 1, so wird sogleich 

iM,p) = a,p)-(-i)~ — 1. 

2) Ist p von der Form 8ft + 5, so hat ^ CP + <^*^ 
Form ik -\- 3; setzt man also M= -^ (i> + 1 ), so ist pz^ — 1 
(mod. M) und nach derselben Hilfsformel also 

{p,M)^(l,M)-(~l)~-' = - 1 
lind wegen der Iteeiprocitätsgleichung aach 
(M,f) - - 1. 

3) Bei der letzten nun noch möghchon Classe der Prim- 
zahlen von der Form 8/e + 1 wollen wir annehmen, für 
jede dieser Primzahlen, welche kleiner sind als eine Primzahl 
©■ derselben Form, sei eine Zahl M von der angegebenen Art 
wirklich vorhanden. Dem schon bewiesenen Satze zufolge 
stimmt dann das Symbol (Q,p) für jede Primzahl kleiner als 
® mit dem Symbole (— ) überein. Der vor auf geschickte Hüfs- 
satz gestattet uns aber, eine unterhalb S liegende Primzahl 
p anzugeben, von welcher a quadratischer Nichtrest ist. 
Nach der letzten Bemerkung ist also 

(s'.y)-(|)--i. 

und nunmehr folgt ans der Reciprocitätsgleiehung (69) so- 
gleich, dass 
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ist, wenn man M^p wählt. Es giebt also aucli noch für 
die Primzahl W — iiad da dieser Induktionsschluss be- 
liebig wiederholt werden kann, für jede Primzahl von 
der Form 8k -{- \ eine Zahl M von der angegebenen Art. 

Nach alle diesem ist also die Identität des Sym- 
bols {Q,p) mit dem Legendre'schen, also auch die 
Identität des Symbols (^j P) mit dem Jacobi'schen 
Symbole erwiesen, worauf dann die Reciprocitüts- 
gleiehuüg (62) zwischen (P, Q) und (Q, P) unmittelbar 
in die Formel des Reciprocitätsgesetzes Übergeht. 
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Die quadratisclieu Formcii. 

1. Die zweite Hauptfrage in der Theorie der quadratischen 
Reste, von welchen Modnln eine gegebene Zahl quadratischer 
Rest resp. Nichtreet sei, haben wir im Vorigen durch Be- 
trachtungen erledigt, welche jener Theorie selbst entnommen 
waren. Man kann dieselbe jedoch auch einer anderen Theorie 
von sehr beträchtlichem Umfange und dem bedeutendsten 
Interesse zurechnen, zu welcher wir nunmehr übergehen 
wollen. 

Wir haben schon oft Zahlen von einer bestimmten Form 
hervorzuheben oder von anderen einer davon verschiedenen 
Form zu unterscheiden gehabt, z, B. die Zahlen von der Form 
4Ä + 1 von denjenigen der Form 4Ä -|- 3 u. a. Darunter 
sind aiso Zahlen zu verstehen, welche aus einem gemein- 
samen Ausdrucke entstehen, indem einer — oder mehreren — 
darin enthaltenen unbestimmten (im angeführten Falle der 
Unbestimmten li) alle möglichen ganzzahligen Werthe bei- 
gelegt werden. Solehe Formen sind nun in der höheren 
Arithmetik von dem äussersten Interesse. Z, B. kommt die 
Frage, ob eine Zahl n von einer Zahl m quadratischer Rest 
sei oder nicht, d. i. ob die Congruenz x^ "^^n (mod. m) mög- 
lich sei oder nicht, offenbar auf die andere zurück, ob die 
Form x^ — n Zahlen enthalte, d, i. ob durch diese Form 
vermittelst geeigneter ganzzahliger Werthe der Unbestimmten 
X Zahlen darstellbar sind, welche durch m theilbar sind, 
oder ob nicht. Im erstem Falle wird m ein Theiler jener 
Form genannt, und folglich ist die zweite Hauptfrage in der 
Theorie der quadratischen Reste mit der andern gleich- 
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bedeutend: welches aind die Theiler der Form x^ — «? 
Hier gilt nun zunächst die einfache Bemerkung, dass 
diese Theiler übereinstimmen mit den Theilern der 
homogenen Form ^ — mm^, wenn t, u zwei Unbestimmte 
bedeuten, denen nur relativ prime Werthsysteme bei- 
gelegt werden sollen. In der That enthält offenbar diese 
Form, da sie mit der ersteren identisch wird, wenn t = x, 
(1=1 gesetzt wird, alle Zahlen der ersteren, und hat daher 
auch ihre Theiler. Andererseits, wenn m ein Theiler der 
Form ^ — nu^ ist, muss u jedenfalls relativ prim zu m sein, 
weil jeder Primfaktor, der m und u gemeinsam wäre, noth- 
wendig auch in t aafgehn müsste; hieraus folgt aber die Mög- 
lichkeit, eine ganze Zahl « so zu bestimmen, dass uv^l 
(mod. m) wird, und wenn man dann jene Form mit der er- 
sichtlich zu m relativ prinien Zahl «^ multiplicirt, so wird 
offenbar der Ausdruck 

»* ((^ — nu") ^ x^ — n (mod. m) 

sein, indem man unter n: den Werth vt versteht; folglich ist 
nt auch ein Theiler der Form x^ — n. — Wir gelangen so 
za der Frage: welches sind die Theiler der Form f — n«^? 
Und diese werden wir gelöst haben, sobald uns die andere 
Untersuchung gelingt, die sämmtlichen Zahlen anzugeben, 
welche durch jene Form darstellbar sind. 

Das so uns entgegentretende Problem von der Darstellung 
einer Zahl durch eine homogene Form zweiten Grades ver- 
anlasst uns, die Theorie der sogenannten binären qua- 
dratischen Formen hier an zu seh Hessen, eine Theorie, welche 
nur eine erste Stufe ist zu einem unermesslich ausgedehnten 
Gebiete der Mathematik, der Lehre von den homogenen 
Formen überhaupt, welche uns aber selbst schon so reichen 
Stoff zur Untersuchung bieten wird, dass wir bei ihr allein 
hinfort stehen bleiben wollen. 

Man nennt in der Zahlentheorie quadratische Form 
jede homogene ganze Funktion zweiter Dimension von zwei 
oder mehreren Unbestimmten, deren Coefflcienten ganze 
Zahlen sind, und unterscheidet nach der Anzahl der Un- 
bestimmten diese Formen in binäre, ternäre, quaternäre 
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quadratische Formen tt. s. w. Da wir hier ausselilieaalicli auf 
binäre quadratische Formen uns beschränken müssen, werden 
wir immer kurz solche Formen bloa quadratische nennen. 
Sie haben demnach zum altgemeinen Ausdrucke: 

ax^ + hxy + cy\ 
Jedoch werden wir den Coefficienten b stets als eine gerade 
Zahl voraussetzen, ein Fall, auf welchen der andere, wo i un- 
gerade ist, und welcher grössere Umstände verursachen würde, 
sich leicht zurückführen lässt, und werden daher den mitt- 
leren Coefficienten lieber mit 21? bezeichnen. Unter einer 
quadratischen Form verstehen wir mithin im Folgen- 
den jeden Ausdruck 

03!^ + 2bxy + '^y^! 
in welchem a, 6, c ganze Zahlen sind. Wenn es nur 
darauf ankommt, die Coefficienten einer solchen Form hervor- 
zuheben, nicht aber darauf, welche Werthe man augenblick- 
lich den Unbestimmten beilegen will, so bezeichnet man jene 
Form auch wohl durch das abkürzende Zeichen: 
(a, i, c). 
Zwei verschiedene Fälle können sieh darbieten: entweder 
haben die drei Coefficienten a, 6, c der Form einen gemein- 
samen, von 1 verschiedenen Theiler d, oder nicht. In jenem 
Falle nennt man die Form eine abgeleitete (derinata), in 
diesem Falle eine primitive Form; denn eine Form der 
ersten Gattung wird offenbar, wenn d den grössten gemein- 
samen Theiler von a, b, c bedeutet und dann a = da', 
i = db', c = de' gesetzt werden, aus der primitiven Form 
{a, b\ c') entstehen oder abgeleitet werden, indem man diese 
mit d multiplicirt. Aber auch die primitiven Formen zerfallen 
noch wieder in zwei Arten, jenachdem nämlich die Zahlen 
a, 2b, c den grössten gemeinsamen Theiler 2 haben, oder 
ohne gemeinsamen Theiler sind. Die letztere Art nennt man 
eigentlich primitiv oder Formen der ersten Art, jene 
uneigentlich primitiv oder von der zweiten Art. Der 
grösseren Einfachheit wegen werden wir im Folgenden voll- 
ständig auf die eigentlich primitiven Pormenj an denen die 
Theorie ihren klarsten Ausdruck findet, uns beschränken. 



y Google 



168 Vierter Abschnitt 

2. DJü Theorie der q u ad rati sehen Formen liat sich von 
der Aufgabe aus eutwicitelb, die auch wir hier ala die Haupt- 
frage behandeln werden: Durch eine gegebene quadra- 
tische Form (a, h, c) eine gleiehfalla gegebene ganze 
Zahl m — wenn möglich ~ darzustellen, d, h. die on- 
bestimmte Gleichung 
(1) ax' -\- '2hscy + cif = m 

in ganzen Zahlen x, y aufzulösen. 

Schon Fermat verdanken wir einige ausgezeichnet schöne 
hierauf bezügliche Sätze, z. B. den Satz, dass jede Primzahl 
p von der Form 4A -j- 1 als Summe zweier Quadratzahlen 
darstellbar, d. i. dass die Gleichung 

auflösbar ist. Die Versuche, welche Euler nnternahui, Fer- 
mat's Sätze zu beweisen*), haben dann auch diesen Forscher 
bereits zur Untersuchung quadratischer Formen geführt. Doch 
waren es eigentlich erst Lagrange und nach ihm Legendre, 
welche die Theorie dieser Formen begründet haben, und dar- 
auf hat Gauss in seinen Disquisitiones Ärithmeticae eine be- 
wundernswerth vollständige systematische Entwicklung ihrer 
Eigenschaften gegeben, welche bis in die tiefsten Gründe der 
überaus interessanten und bis dahin fast neuen Lehre ge- 
drungen, ist, sodass seitdem kaum noch ein neues Gebiet der- 
selben entdeckt worden ist. Nur durch die Untersuchungen 
von Dirichlet, welcher zuerst durch Einführung analytischer 
Gesichtspunkte die Zahlentheorie mit der höheren Analjsis 
auf das engste verbunden und so die sogenannte Classenanzahl 
der quadratischen Formen bestimmt und. andere ähnliche, 
schon von Gauss gestellte Fragen zum Afaschluss gebracht 
hat, haben die Gaussischen Arbeiten eine sehr wesentliche 
Ergänzung gefunden. Diese Untersuchungen liegen ausser- 
halb des Rahmens unseres, nur auf die elementareren Theile 
der Theorie beschränkten Werkes. Aber auch diese lassen 

*) Vgl. zu dem angeführten Satae Euler'e Abh. deraonetratio 
theoi'ematis Fermatiani, omnem numerum prirnnm formae 4« -(■ 1 esse 
summa.m dnorum quadratomm, in Nov. Coramentiir. Petvop. V p. 3, oder 
iu Conimentat arithmet. coHectae I p, 210. 
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sich auf Grund von Principieii, welche von Dirichlet in der 
Lehre von den complexen EiüheiteDj oiJer von Kummer zur 
Definition der idealen Primfaktoren in Anwendung gebracht 
worden sind, sehr willkommener Weise vereinfachen^ und, wie 
uns seheiot, vervollkommnen; denn, indem man so die Trans- 
formation der quadratischen Formen gleicherweise wie die 
Kettenbrüche, auf welche beide die genannten früheren Forscher 
die Lehre von den quadratischen Formen gegründet haben, 
umgehen kann, vermeidet man, Betrachtungen zu Hilfe zu 
ziehen, welche ihrer Natur nach nicht eigentlich arithmetisch, 
sondern, wie die erstere, der Algebra, die letztern, aus un- 
endlichen Ausdrücken bestehenden, der Aualyais zugehörig 
sind. Wir werden im Folgenden die Theorie der quadratischen 
Formen durchaus von dem Gesichtspunkte aus betrachten, 
dasa die Darstellbarkeit einer Zahl durch eine quadratische 
Form den eigentlichen Quell der Entwicklung ausmache. 
Statt die algebraische Transformation einer quadratischen 
Form zu Hilfe zu nehmen, wird sie im Gegentheii so sich 
uns als Corollar einfachster arithmetischer Sätze über quadra- 
tische Formen ergeben. 

Wir vereinfachen nun zunächst das schwierige Problem 
von der Darstellung einer Zahl durch eine quadratische Form 
mittels folgender Bemerkung; 

Wenn x, y eine gan^zahlige Lösung der unbestimmten 
Gleichung (1) darstellen, bei welcher x, y einen von 1 ver- 
schiedenen grössten gemeinsamen Theiler d haben, so muss 
offenbar ^ in m aufgehen, und wenn dann m = d)' ■ m', 
X ^ äx , y = äy' gesetzt werden, bilden x', y' eine Lösung 
der Gleichung 

ax'^ + 2ix'y' -j- cy'^ = m' 
in ganzen, relativ primen Zahlen x', y'; umgekehrt liefert 
jede Darstellung der Zahl m' durch die Form (a, 6, c) mittels 
relativ primer Werthe x', y' auch eine Darstellung von m 
mittels solcher Werthe x, y, die den grössten geraeinsamen 
Theiler d haben, indem man x^dx', y = dy' setzt. Man 
nennt Darstellungen mittels relativ primer Werthe eigent- 
liche, alle andern uneigentliehe Darstellungen, Nach 
der voraufgehenden Bemerkung kommen die uneigentlichen 
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Darstellungen einer Zahl m durch die Form («, b, c) auf the 
eigentlichen Darstellungen derjenigen Zahlen m' durch die- 
selbe Form zurück, welche aus m entstehen, wenn man durch 
die quadratischen Theiler von m dividirt. Hiernach dürfen 
wir uns bei der Behandlung unserer Aufgabe auf die Auf- 
suchung der eigentlichen Darstellungen beschranken, d. i, x, y 
als relative Primzahlen voraussetzen. 

3. Dies vorausgeschickt, können wir die Gleichung (1), 
wenn nicht beide äussere Coefflcienten a und c gleich Null 
sind — ein Fall, der sogleich für sich erledigt werden soll — 
indem wir sie mit einem dieser äusseren Coefficienten , der 
nicht Null ist, etwa mit a, multiplieiren, durch folgende andere 
ersetzen: 

a(ax^ -j- 2hxy -(- cy^) = am, 
der auch diese Gestalt gegeben werden kann: 

(2) («». + %)' -(6' -«)■»«-««.. 

Die hier auftretende Verbindung der Coefflcienten, ö^ — ac, 
ist eine für die ganze Theorie der Formen äusserst wichtige, 
geradezu bestimmende Grösse, und aus diesem Grunde ist 
sie von Gauss Determinante der Form (a, h, c) genannt 
worden; wir werden sie stets mit D bezeichnen, also setzen: 

(3) I)-=b^ ~ ac. 

Je nach dem Werthe, welchen die Determinante hat, kann 
die Natur der quadratischen Form eine wesentlich ver- 
schiedene seiu. 

Ist nämlich erstens D gleich Null oder allgemeiner 
gleich einer positiven Quadratzahl, worin der Fall 
D = einbegriffen werden kann, ist also 

so nimmt die Gleichung (2) die Gestalt an: 

(ax + &i/ + dy) ■ (ax -\~hy — dy) = am. 
In diesem Falle sind die etwa vorhandenen Darstellungen von 
m durch (a, h, c), d. i. die etwa inöglichen ganzzahligen Auf- 
lösungen der Gleichung leicht zu finden. Denu, ist am = A/c 
irgendeine Zerlegung von am in zwei Faktoren, so hat man 
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mir für eine jede solche die etwaigen gannzahligen Lösungen 
der beulen linearen Gleißliuiigen 

ax -j- hy -j- dy = h 

ax -\- by — dy = h 
aufzusuchen, um alle Darstellungen zu finden. In diesem Falle 
— welcher, als hiermit erledigt, von der ferneren Betrachtung 
^anz ausgeschlossen werden soll, da in ihm. die quadratische 
Form keine wesentlich quadratische ist, sondern in das 
Produkt zweier rationalen Formen ersten Grades zerfällt — 
ist ersichtlich auch der vorher ausgeschlossene mit enthalten, 
wenn gleichzeitig « = und c ^ ist; denn dann ist I) = V^, 
und die quadratische Form ist StiCf/; die zu lösende Gleichung 
nimmt daher die Gestalt an: 

2hxy = m, 
welche nach derselben Regel wie zuvor, wenn möglich, Luuf- 
gelöst werden kann. 

Hat man z. B. die Gleichung 

■6x^ — Uxy-\- \Qf= 15, 
so findet sich D=l, und die Gleichung kauu in die Form 

(3:^ - 6;,) (Sa: " 8;/} = 45 
übergeführt werden. Den Zerlegungen der Zahl 45 in zwei 
Faktoren: 

45 = 1 ■ 45 = 5 ■ 9 

entsprechen keine ganzzahligen Auflöaungen; den Zerlegungen 

45 = 3 ■ 15 = 9 ■ 5 = 15 ■ 3 = 45 ■ 1 
entsprechen beziehungsweise die Auflösungen 

x = — 11, y^ — 6 

a; = 1, y= 2 

x= 17, »/= 6 

a:= m, y= 22. 
Nun wären noch die Zerlegungen von 45 in je zwei negative 
Faktoren zu betrachten; offenbar erhält man aber die zu- 
gehörigen Auflösungen, indem man die vorigen Systeme x, y 
mit entgegengesetzten Vorzeichen nimmt. 



y Google 



172 Vierter AbschniU 

Ish /weiieiis die Determinante nei^ativ, 
D=^ - J, , 
wo nun J eine positive ganze Zahl bedeutet, ein Fall, in 
welchem weder a noch c Null sein kann, so wird die Glei- 
chung (2) folgende Form gewinnen: 

(ax + hyf + ^y^ = am. 
Folglich muss am positiv sein, sobald nicht beiden Un- 
bestimmten X, tf der Werth Null beigelegt wird, was stets 
ausgeschlossen werden darfj da wir uns auf relativ prime x, y 
beschränken wollen. Durch eine Form (a, h, c) von nega- 
tiver Determinante können also nur solche Zahlen 
dargestellt werden, welche dasselbe Vorzeichen haben 
wie a; insbesondere muss daher auch der zweite 
äussere Coefficient e, welcher mittels der Werthe x = 0, 
1/^1 durch die Form dargestellt wird, dieses Vorzeichen 
haben; und in der That würde nach Gleichung (3) D positiv 
werden, sobald a und c entgegengesetzte Vorzeichen hätten. 
Dieses ümstandes wegen nennt man die Formen von negativer 
Determiuante, welche nur Zahlen eines bestimmten Vorzeichens 
die Darstellung gestatten, bestimmte Formen und theilt sie 
in zwei Classen: die positiven und die negativen Formen, 
Jen ach dem die beiden äusseren Coefficienten positiv oder 
negativ sind, weil je nach diesen beiden Fällen nur positive 
oder nur negative Zahlen resp. einer Darstellung durch die 
Form geniessen. Z. B. würde die Form (3, — 6, 17) eine 
positive, die F'^orni (— 3, 6, — 17) eine negative Form sein, 
denn ihre Determinante ist dieselbe negative Zahl: 
6^ — 3-17 =— 15. 

Ist endlich drittens die Determinante eine posi- 
tive, jedoch von einem Quadrate verschiedene Zahl, 
was wieder bedingt, dass keine der Zahlen a, c Null sein 
kann, so lässt sich die Gleichung (2) folgen der massen schreiben: 
(4) {ax -\-by + yVD) (ax -\'by- yVÖ) = am, 

d. h. die quadratische Form ist in diesem Falle in 
zwei, zwar irrationeile, aber reelle Faktoren ersten 
Grades zerlegbar. Durch solche Formen können nun 
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Zahlen eines beliebigen Vorzeichens dargestellt 
werden. Denn der Gleichung (2) gemäss wird am positiv 
oder negativ werden, jenachdem ax-j-hy numerisch grösser 
oder kleiner ist als y^D. Das erstere ist, wie auch y ge- 
wählt werde, offenbar dadurch au erreichen, dass x hinreichend 
gross gewählt wird; um aber das zweite zu erreichen, wähle 
man y zunächst so gross, dass a numerisch kleiner ist als 
«/"|/i>; da man dann x so wählen kann, dass ax + hy nume- 
risch kleiner oder doch wenigstens nicht grösser wird als a, 
wozu man offenbar für x nur eine der beiden ganzen Zahlen 
zu nehmen braucht, zwischen denen liegt, so ist es dann 

um so mehr auch kleiner als yYD. — Eine Form mit posi- 
tiver Determinante wird aus dieser Ursache, indem man aus 
dem oben angegebenen Grunde von denjenigen Formen, deren 
Determinante eine positive Quadratzahl ist, gänzlich absieht, 
im Gegensatz zu den bestimmten Formen eine unbestimmte 
genannt. Solche Form wäre z. ß. die Form (3, — 7, 4), 
deren Determinante 7^ — 3 ■ 4 = 37 positiv ist. 

4. Wie beschaffen nun aber auch die Determinante einer 
quadratischen Form sei, ob positiv oder negativ, so können, 
wie wir hier von vornherein zeigen wollen, ehe wir näher auf 
das Problem der Darstellung selbst eingehen, durch eine 
gegebene eigentüch primitive Form {a, i, c) stets 
Zahlen eigentlich dargestellt werden, welche dasselbe 
Vorzeichen haben wie a und zu einer gegebenen Zahl 
M relativ prim sind. 

Denn, ist p irgend ein ungerader Frimfaktor von n, so 
sind entweder beide äussere Coefficienten a, c durch p theil- 
bar, dann aber sicherlich der mittlere Coefficient b nicht; oder 
es ist einer der äusseren Coefficienten, etwa a, nicht theilbar 
durch p. Im erstereu Falle wird der Ausdruck 

ax^ + 2bxy -\~ cy^ 
offenbar nicht theilbar durch p, wenn man x, y selbst als 
nicht theilbar durch p voraussetzt; im zweiten Falle geschieht 
es, wenn y durch p theilbar, x dagegen als nicht theilbar 
durch p vorausgesetzt wird. Desgleichen wird der Ausdruck, 
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in welchem nach der Voraussetzung wenigstens einer der 
äusseren Coefficienten ungerade ist, selbst ungerade, wenn die- 
jenige der Unbestimmten x, y ungerade vorausgesetzt wird, 
welche jenem ungeraden Ooefflcienten zugehört, die andere 
gerade. Hiernach wird die Form (a, h, c) offenbar zu n re- 
lativ prim, wenn jede der beiden Zahlen x, y ao gewählt wird, 
dass sie nach gewissen Primfaktoren von n den Rest 0, nach 
anderen dieser Primfaktoren einen von verschiedenen Rest, 
■i. B. den Best 1 lassen, und solchen Congruenzbedingungen 
zu genügen, ist, wie in No. 9 des zweiten Abschnitts gezeigt 
worden ist, allezeit möglich. 

I8t aber a: = |, y = rj ein solches Werthsystem, so ist 
« = § + 2w, y = 1) gleichfalls eins, und man kann s so 
gross wählen, dass ax -\- brj numerisch grösser als il^ D, d. h. 

o[o(| + 2»)' + 2i(| + 2»), + «fl 
positiv und folgheh 

von gleichem Vorzeichen wird wie a. Sollten hierbei die 
Zahlen x = %-\' zn, y = % einen grÖssten gemeinsamen. 
Theiler d haben, so würden — - — , -3 zwei relative Prim- 
zahlen sein, welche, för x, y gesetzt, der Form (a, i, c) einen 
Werth geben, der allen gestellten Anforderungen genügt. 

Im Folgenden darf deshalb, wenn es beliebt, vorausgesetzt 
werden, dass die durch eine eigentlich primitive Form darzu- 
stellende Zahl m relative Primzahl zu 2D ist, eine Voraus- 
setzung, welche bisweilen zur wesentlichen Vereinfachung der 
Betrachtungen dienlich ist. 

5. Wir untersuchen nun die Frage, wann eine gegebene 
Zahl m durch eine gegebene eigentlich primitive Form («, i, c) 
eigentlich, d. i. mittels relativ primer Werthe x, y darstellbar 
ist, und versuchen alle diese Darstellungen zu ermitteln. 

Sei also x =^ a, y = y ein System relativ primer Zahlen, 
mittels deren m durch die Form (a, &, c) dargestellt wird, so 



(5) 



»K^ -|" ^^'"'5' + c-y'^ = 
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0(3er 

(5) {aa + &y) « + (ba + cy)y = m 

ist. Hieraus folgen zunächst die beiden Gleichungen: 

(aa + iyY — Dy^ = am 

(ba + cyy-Da' = cm. 
Man kaün ferner zwei ganze Zahlen ß, S auf unendlich viel 
Weisen (s. No. 8 zweiten Abschnitts) so beatinimeD, dass die 
Gleichung 

(6) «i-ßy-1 

erfüllt wird; für ein solches System ß, d setzen wir den Aus- 
druck 

(7) (au + by)ß-\-iha-^CY)ä = n. 

Man überzeugt sich ohne Muhe, dass diese Zahl n eine Lösung 
der Congruenz 

(8) x^ = I) (mod. m) 

ist. Denn schreibt man die Differenz w' — D in folgender 
Form: 

[(„« + by)ß + {ba + cy) Sf^B- {ad - ßyf, 
so läast sie sich leicht umgestalten in die andere: 

[(„„ + 6r ~ ri/2) ß + (i>o + <;r + "^B) i] 

■ [(oo + tr + rVS) f+ipc + cy^ aYT>) ä| 
= m(afi' + 2hfS + cS') 
und lehrt, (!aas in der That n^^^D (mod. m) ist. 
Setzt man daher 

so kann man den obigen Gleichungen noch die folgende 

hinzufügen : 

(10) )% = aß^ + 2hßd + cd'- 

oder 

(10) {aß-i-bd)ß-\-(hß-\- cä)d = m^. 

Man findet hieraus zunächst den fundamentalen Satz: 
Damit eine Zahl m durch die quadratische form («, h, e) 
von der Determinante D eigentlich darstellbar ist, 
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luuas D quadratischer Rest von m sein. Es ist indessen 
sogleich hier hervorzuhehea , dass diese Bedingung für die 
Darstellbarkeit der Zahl m zwar nothwemlig, keineswegs aber, 
wie später sich herausstellen wird, anch ausreichend ist. 

Wenn jedoch m durch {a, h, c) mittels «, y wirklich 
darstellbar ist, so bestehen nach dem obigen folgende Glei- 
chungen : 

(aa-\-hy)ß-\-(ba + cy)d = n 

[ aÖ-ßy^i, 

in denen n eine Wurzel der Cougruenz (8) und m^ durch die 
Formel (9) bestimmt ist. Statt ß, d kann nun auf unzählige 
Weisen ein anderes, der letzten Gleichung genügendes System, 
aÜgemein das System 

ß-=ß + a0, d-==ö + y0, 

worin eine mibeatimmte ganze Zahl ist, eingesetzt werden. 

Geschieht dies, so geht der Werth n über in den folgenden: 

n'=(aa-\-hy)ß--j-[ha + cy)d' 

= n -\- g ■ m\ 

der neue Werth, der aus gleichen Erwägungen auch eine 
Lösung der Congruenz (8) sein muss, ist folglich (mod. m) 
congruent mit n, d. i. er repraseutirt dieselbe Wurzel jener 
Congruenz, wie «, und durch passende Wahl der unbestimmten 
ganzen Zahl s kann man offenbar es bewirken, dass n' irgend- 
welche der zu n congruenten Lösungen der Congruenz (8) 
wird. Wählt man also nach einander alle Systeme ß, S, 
welche die letzte der Gleichungen (11) erfüllen, so durchläuft 
n alle Lösungen von (8), welche die eine bestimmte Wurzel 
dieser Congruenz ausmachen. Demnach ist die Darstellung 
cc, y — unabhängig von der willkürlichen Auswahl der 
Zahlen ß, S — durch diese Congruenzwurzel wesentlich 
cliarakterisirt, und diese Thatsache wollen wir dadurch aus- 
drücken, dass wir sagen: 
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Jede eigentliche Darstellung von m durch die 
Form (a, 1), c) gehört zu einer bestimmten Wurzel der 
Congruenz (8), oder sie ist durch die Gleichungen 

(11) charaMerisirt, in denen unter n eine bestimmte 
Wurzel jener Congruenz zu verstehen ist. 

Aus den Gleichungen (5), (0J, (7) finden sich noch leicht 
die folgenden: 

(12) acc ■]- iy '= mS — n-y, ö« + cy = — m^ + na, 
welche als Coiigruenzen (mod. m) auch so geschrieben werden 
können: 

(13) L ^n (!"<"'■"'■) 
' ^ {ba -\- cy — na^O] ^ ' 

und die Wurzel n leicht finden lassen. — Wenn übrigens y 

und m einen gröseten gemeinsamen Theiler d haben, so muss 

dieser auch in a aufgehn; alsdann bestimmt die erste dieser 

Congruenzen den Rest der Wurzel n zwar unzweideutig in 

Bezug auf den Modulus -j , denn sie ist mit der folgenden 

gleichbedeutend: 

(mod. ^): 



-n-l{m 



sie ist jedoch nicht geeignet, den liest jener Wurzel auch be- 
züglich der in ä aufgehenden Faktoren zu bestimmen, hierzu 
dient dann vielmehr die zweite jener Congruenzen, nach 
welcher sich ündet: 

n~-~ b (mod. d). 

Z. B. ist offenbar die Zahl a selbst durch dio Form 
(«, b, c) darstellbar, indem man k = 1, y == setzt. Da 
hier y durch a theilbar ist, muss die Wurzel, zu welcher diese 
Darstellung gehört, nach dem eben Bemerkten bestimmt werden, 
und sie ergiebt sich durch die Beziehung 
n^b (mod. a). 

6. Dem Vorigen zufolge kann man alle möglichen 
eigentlichen Darstellungen einer Zahl m durch die 
nämliche Form je nach den Congruenzwurzeln, zu 
denen sie gehören, in Gruppen theilen, indem man 
zwei Darstellungen, wenn es deren giebt, in dieselbe 

Baolimanii, Hie Elemente Am' KcUrntLcmle. 12 
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(jruppu nimmt oder nicht, jenachdem sie 'm dersuihün 
Wurzel gehören oder nicht. 

Betrachten wir dann zwei Ycrsehiedene derselben Dar- 
stellungsgruppe angehorige Darstellungen a, y und «', y' der 
Zahl m durch die Form («, b, c) dergestalt, dass dieselben 
den CongruenKen 

1. aa -^ iy '^^ — ny, 2. aa' ~\- hy' '^ — ny' 

3. ha-{-cy-- na, 4. ha'-{-i;y'^E na' 

(mod. m) 

Genüge leisten, so ergiebt sich aus den beiden ersten die 

erste, aus d,en beiden letzten die zweite der folgenden Con- 

gruenzen : 

a(tty' — tt'y)^0, ciay' ~~ a'y) ^0 (mod. m). 
Wenn man aber die erste jener vier Congruenzen mit dei' 
letzten multiplieirt und davon das Produkt der beiden mitt- 
leren aubtrahirt, erhält mau nach einigen leichten Reduktionen 
die folgende: 

2(h^ — ac) ■ ipcy' — a'y') ^0 (mod. m), 
welche, mit den beiden vorigen zusammen, erfordert, dass 
ay' — a'y durch m theilbar ist; denn durch jede einzelne der 
in m enthaltenen Primzahlen darf wenigatens einer der drei 
Coefflcienten a, 2h, c, welche ohne gemeinsamen Theiler vor- 
ausgesetzt sind, und foigiich wenigstens einer der drei Multi- 
plikatoren a, c, 2(6^ — ac) nicht theilbar sem. 

Wir heben an dieser Stelle die wichtige Eigen- 
schaft der Form t' — I)y^ hervor, welche durch nach- 
stehende identische Gleichung ausgedrückt wird; 
(F) (x'' — Df) ■ (x"'^By'^) = {xx'—Byy'f - D ■ {xy— x'y'f. 
Mehrfach werden wir von ihr Gebrauch zu machen haben; 
hier benutzen wir sie, um folgende Gleichung zu sehreiben: 
iiaa + hyy - Df] . [(««■+ hy'-f - Dy^\ 
= \ia<^+'by) (««■+ by') - Byy'f - B ■ {fj,{ay'~a'y)f. 
Da nun nach der Annahme die linke Seite dieser Glei- 
cluiug gleich {amf, das subtractive Glied auf der rechten 
aber, dem zuvor Bewiesenen zufolge, durch {attif theilbar ist, 
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SO muss dies auch das erste Quadrat zur Recliteu sein. Dem- 
nach sind die beiden Wertlie 
(14,) t = (tf ^ + ^ r) (ß"'+^y') — -P.yr' ,, ^ ^y'— '^_V 

zwei ganze Zuhleii, und zwar zwei solche, welche der Glei- 
chung 

(15) f — Dti^ == 1 

Geuüge leisten. Und wenn die zweite mit yD multijdicirt 
und zur ersten addirt wird, ergiebt sich mit liücksicht auf 
die Gleichung 

am = (acc -f- iyY — Dy^ 

- («« + 6j. + rVH) ■ (»« + !')'- rVii) 

ohne Mühe die Beziehung: 

(16) ««'+ hy' + y'YB = {aa -\- by i- rYl)) ■ (t -\- uYn), 
aus welcher aber auch rückwärts die Werthe für t, u wieder- 
gefunden werden köi^nen, wenn man die rationalen Theile und 
die Coefflcienten von "[/JÖ, wie es geschehen muss, einzeln 
auf beiden Seiten einander gleichsetzt. 

Hieraus schliesat man, dass je zwei verschiedene Dar- 
stellungen derselben Zahl m durch die gegebene Form, welche 
zu derselben Darstelluogsgruppe gehören, durch die Gleichung 
(16) mit einander verbunden sind. 

Man schliesst aber auch leicht umgekehrt, dass, wenn 
t, u zwei ganze Zahlen sind, welche der Gleichung (15) ge- 
nügen, die Werthe «', y', welche eich aus (16) ergeben, eine 
Darstellung der Zahl m durch die Form (a, b, c) liefern, 
welche zu derselben Congruenzwurael gehört, wie die Dar- 
stellung ß, y. Da nämlich die Gleichung (16) bestehen bleibt, 
wenn man YD in — j^T) verwandelt, so ergiebt sich aus der 
Multiplikation der so entstehenden Gleichung mit der g 



(ik'" + 2h«Y-^ cy'^ = {aa^ -f 26«;- + cy^) ■ (f — Du'') = m, 
d.h. m wird durch (a, b, c) mittels der Werthe x==a', y=^y' 
dargestellt. Andererseits leitet man aus deu, durch Trenuimg 
des ßationalen vom Irrationalen in der Gleichung (10) ent- 
stehenden Gleichungen 
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|<.»'+S7'-(«« + ir)f + »r« 
* ' 1 /-(a« + ir)« + r« 

sofort Iblgeude Beziehungen ab; 

1. «'-«(-(fto + cr)« 

2. ha' -^ cy' ^ (ba -\- cyjt — Dav, 

3. ««'+ iy' -\- «7'== (aa + 67) i + -Dyw 

4- (ßK + l)y)un + y*« 

4. iß'-j- cy' — ««'= (&« -}- cy)( — Datft 

— neit -\- (ba + cj')mw, 
von denen die dritte und vierte, als Congruenzen (mod. m) 
aufgefasst, folgend ermassen sich achreiben lassen: 

aa'-\-ly'-\-ny'^{aa + hy + ny)-{t-^nu) 

j, ' 1 ' ■ /i 1 \ fj. i \ (mod- in) 

0« + cy — «a E^ (0 K + cy — Wß) ■ (( + äfw) 

uud zeigen, daas die Ausdrücke 

aa' -\- &]-'+ m;»', Zia'+ <^y' — ""' 
für dieselbe Wurzel n der Congruenz (8) der Null coiigruont 
werden, wie die beiden Ausdrücke 

aa -]- hy -\- ny, hu -\- cy — na. 
Hieraus erhält man folgenden sehr eleganten Satz: 

Alle Darstellungen der Zahl m durch die Form 
(tt, h, c), welche derselben Darsteilungsgruppe an- 
gehören, erhält man aus irgend einer von ihnen ver- 
mittelst der Gleichung (16), in welcher t, u alle ganz- 
zahligen Lösungen der unbestimmten Gleichung (15) 
vorstellen. Diese Gleichung ist unter dem Namen der 
Pell'schen Gleichung bekannt. 

7. Die sämmtlichen ganzzahligen Auflösungen dieser 
Gleichung zu finden ist daher von der grössten Wichtigkeit. 
Sehr einfach ist die Lösung dieser Aufgabe in dem Falle, wo 
ß = — /} eine negative Zahl ist; denn die Gleichung 

f + ^M* = 1, 

d, }. die Zerlegung von 1 iu zwei nicht negative Summanden, 
ist nur so möglich, dass der eine Summand gleich 1, der 
andere Null ist; uud ^u^ kann offenbar nur in dem einzigen 
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Falle der Einheit gleich werden, wenn z/ selbt gleich 1 ist. 
Daher hat die Pell'sche Gleichung für eine negative 
Determinante im atigemeinen nur zwei Auflösungen, 
nämlich t = + 1, w ■= 0; für die negative Determinante 
J) ^ — 1 jedoch vier, nämlich i = + 1, « = und f = 0, 

M = +l. 

Bevor wir zu der ungleich schwierigeren Frage für eine 
positive Determinante Übergehen, achliessen wir hieran noch 
die Lösung der Aufgabe, alle möglichen eigentlichen 
Darstellungen einer gegebenen Zahl m durch eine 
gegebene Form {a, 6, c) von negativer Determinante 
zu finden. Es handelt sich also um die Auflösung der 
Gleichung 

(ax 4- lyy + Jy" = am. 

.Man setze nun für y der Reihe nach die ganzen Zahlen 
0, 1, 2, .^, ... und bilde die Differenz 

am — ^y^ 
solange, als dieaeibe nicht negativ wird; wird dieselbe für 
keinen jeuer Werthe einer Quadratzahl gleich, so ist m nicht 
darstellbar durch die Form (a, h, c). Wird aber z, B. für 
y = y die Differenz gleich einer Quadratzahl s^: 
am — /4y'^ = s^, 

so versuche man eine ganze Zahl x zu finden, welche einer 
der beiden Gleichungen 

ax + hy = + 

ax -\- hy ^ — z 
Geniige leistet; jede Lösung 37 = « einer dieser Gleichungen 
giebt zusammen mit y ^ y eine Darstellung «, y der Zahl 
m durch die Form («, b, c) und man stellt sogleich fest, ob 
es eine eigentliche Darstellung ist oder nicht, indem man den 
grössten gemeinsamen Theiler von u, y bestimmt. Hat man 
diese Operation für jede Zahl y, welche am — Jy'^ zu einer 
Quadratzahl macht, durchgeführt, so kennt man alle eigent- 
lichen Darstellungen mit positivem y, und findet hieraus er- 
sichtlich die übrigen, indem man beide Zahlen «, y mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen nimmt Von den so erhaltenen 
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JOarstelluHgen göhörcin immer vier, resp. zwei tlerselben Dar- 
stell UHgsgruppe au und man findet die irageliörigeii üoiigruenz- 
wiirzeln leicht mit Hilfe der Congruenaen (13). 

Um z. B, die mÖglichea Darstellungen der Zahl 23 durch 
die Form (2, — 3, 7) mit der negativen Determinante — 5 
zu Hilden, schreibe man die Gleichung 

(23; — 3yf = 46 ~ öy'^; 
für j/ = 0, 1, 2, 3 findet sich 

46 — öf gleich 46, 41, 26, 1 lesp., 
dann wird die Differenz negativ; also ist y ^ ä der einzige 
Werth, welcher sie zu einer Quadratzahl macht: 

46 — Öy- = 1. 
Nun setze man zuerst 

■2x — :iy 1- 1; 

dies gieht eine ganzzahlige AuflÖsuuif 3; = 5; deBgluichcu 
findet sieh 3: = 4, wenn 

gesetzt wird. Man erhält also im ganzen vier oll'enbar eigent- 
liche Darstellungen: 

,._ i, y- 3; «_ O. •/- 3 

Nun hat die Congruenz 

s^ = ~ 5 (mod. 23) 
die zwei Wurzeln g^ -{- S, s ^ — S, die Congruenz 

2k — 3}- -f Sy = (mod. 23) 
aber wird von den beiden links stehenden Darstellungen, die 
Congruenz 

2ß — 3^ — 83/ =0 (mod. 23) 

von den beiden rechts stehenden Darstellungen erfüllt. Jene 
also bilden die zur Congruenzwurzei 8 gehörige, diese die zur 
Congruenz Wurzel — 8 gehörige Daratellungsgruppe. 

8. Wir wenden uns nun zur vollständigen Auflösung der 
Pell'schen Gleichung für eine positive Determinant-e, d. i. 
zur Gleichung 
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p - I)a^= I. 
Audi diese wird durch die Zahlen t ^ ^1, » =^ het'riedig 
werden; doch wollen wir von diesen evidenten beiden Lösungen 
zunächst gänzlich absehen, vielmehr den Nachweis liefern, 
dass wenigstens noch eine andere Auflösung ausser ihr vor- 
handen ist. Hierzu zeigen wir zuerst, dass es stets ein 
System ganzer Zahlen x, y giebt, für welche der 
numerische Werth des Ausdruckes 
(18) X - yVl) 

kleiner ist als der von - und zugleich kleiner als 
eine beliebig gegebene Grenze A. Sei nämlich die 
ganze Zahl m so gross, dass — <A ist; giebt man dann dem 
y alle ganzzahligen Werthe von bis m und bestimmt jedes- 
mal X als die unmittelbar über y^I) liegende ganze Zahl, so 
wird offenbar der Ausdruck (18) einen Werth erhalten, der 
zwischen und 1 liegt, und solcher Werthe werden, den 
iit -\- 1 Werthen des y entsprechend, gleichfalls m -\- \ ver- 
schiedene gefunden werden. Da man aber das Intervall 
von bis 1 nur in in T heilint ervalle von der Grosse — zer- 
legen kiian, müssen wenigstens zwei jener Werthe, etwa 

x' — y'VD und x" — y'Vli 
in dasselbe Th eilin tervall fallen, ihr Unterschied 

{x'-~ x") — {y'~ y")yi), 
welcher ein von Null verschiedener Ausdruck wieder von der 
Form (18) ist, also allen Anforderungen genügen, nämlich: 
einen numerischen Werth haben, der kleiner als — also nicht 
allein kleiner als A, sondern auch kleiner als der Werth 

- = ,- „ ist, da y' — y"<.m ist. 
y V -y ' " '^ 

Hieraus folgt zweitens leicht, dass es unendlich 

viel Systeme ganzer Zahlen x, y giebt, für welche 

der numerische Werth des Ausdruckes (18) kleiner 

aJs der von ist. Denn, wieviel solcher Systeme man 
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auch bereits gefunden haben mag, man wird ilcni vorigcu zu- 
folge offenbar noch ein neues dazu findon können, indem man 
für A jedesmal den kleinsten der Wei'the nimmt, welche der 
Ausdruck x — J/l^-D fär die bereits gefundenen Systeme x, y 
erhält. 

Nun ist 

a; + jl/7) _ (« - 51/B) + 2J1/B 

und der numerische Werth einer Summe höchstens gleich der 
Summe der numerischen Werthe der Summanden. Für alle 
jene unendlich vielen Systeme x, y orgiebt sich daher der 
numerische Werth von 

kleiner als die Summe aus dem numerischen Werthe von — 

y 

nnd dem von Sj/l/ö, d. i., weil diese Zahlen gleiches Vor- 
[ieichen haben, kleiner als der numerische Worth von 

folglich wird für alle jene x, y der Ausdruck 

x' - Df ^(x + y-\/D) ■ (x - yVD) 
numerisch kleiner als -„ + 21/ .7), umsomehr also auch kleiner 
als 1 + 2l/i). Da aber x^ — Dy^ eine ganze Zahl vorstellt 
und es unter einer endlichen Grenze nur eine endliche An- 
zahl ganzer Zahlen giebt, so mnss für unendlich viele 
jener Systeme x, y der Ausdruck x^ — Dy^ ein und 
denselben ganzzahligen Werth l annehmen. Nun ge- 
statten aber die Reste, welche die Zahlen x, y (mod. T) lassen 
können, auch wieder nur eine endliche Anzahl von Com- 
binationen. Unter den lefcztbezei ebneten unendlich vielen 
Systemen x, y muss es darum wieder unendlich viel solche 
geben, denen dieselbe Kestcombination (mod. T) entspricht, 
sodass, wenn x', y' eins von ihnen ist, unendlich viel andere 
X, y vorhanden sind, welche die Congruenzen erfüllen: 
(19) x'^^.x', y^^y' (mod. V). 

Möglicherweise findet sich unter ihnen auch das System 
X = — x', y = — «/'; doch wird man stets ein 
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X == a;", y = p" auswählen können, sodass x", y" von iloit 
beiden Systemen x', y' und — x', — y' verscliiedcn ist. 

Nachdem dies feststeht, erhält man jetzt für die l>eiden 
Systeme x', y' und x", y" folgende Gleichungen: 
x'^ — Dy'^ = l, x"^ — I>y"^ = l 
und daher mittels der Formel (F) auch diese: 

(x'x"— Dy'y'y — D ■ (x'y"~ x'y'f = l^. 

Hierin ist — — wegen der Congruenzen 

x"'t'^i x', y"^ y (mod. X) 
eine ganze Zahl; die vorstehende Gleichung erheischt dem- 
nach, dass auch ' i ^'^^ solche ist; werden diese 

aber mit M, t resp. bezeichnet, also 

x'x"~ D y'v" . x'y"-'X"y' 

1 —^> l '- —'' 

gesetzt, so ergieht sich eine ganzzahlige Äiiflösung der Feil- 
schen Gleichung, da 

Und zwar kann diese Lösung nicht jene als evident bezeich- 
nete Lösung t '^ ^1, u =^ sein, denn aus dieser Annahme 
ergäbe sich 

x'x"— Tyy'y"= + ?, x'y" — x"y' = 
imd nun ohne Mühe «"= + x' und zugleich y"=^ + y resp., 
gegen die Voraussetzung. 

Hiermit ist der Nachweis geführt, dass ausser 
der evidenten wenigstens noch eine ganzzahlige Auf- 
lösung der Pell'schen Gleichung vorhanden ist. 

9. Auf diesem Nachweis des wichtigsten Punktes in der 
Theorie der Pell'schen Gleichung beruht alles Folgende, 
Hat man nämlich eine solche Auflösung t, «, deren u also 
von Null verschieden ist, so gieht es, da t niemals Null sein 
kann, daneben noch drei andere: 

t, — m; — t, «; — t, — M. 
Von solchen vier zusammengehörigen Auflösungen besteht 
nun offenbar nur eine einzige aus zwei positiven Zahlen, 
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und diese soll liinfort als positive Auflösung bezeiehnet 
werden. Man überzeugt sicli leiclit, dass dieselbe dadurch 
charakterisirt ist, dass für sie der Ausdruck 

positiv und grösser als 1 ist. Denn dieser Ausdruck ist 
numerisch offenbar grösser als die zwei andern; 

t — u/n, -~t-\-uyD, 
welche unter sieh numerisch gleich sind, und da 

(( + Ml/D) ■ {f — uYl)) = 1 
ist, muss 

t-\-uyD> l, t — uYlXi 
sein; andereraeits ist der, der vierten der zusammengehörigen 
Auflösungen entsprechende Ausdruck 
- i — uYl) 
wesentlich negativ, und demnach t -|- «"[/i) der einzige, der 
gleichzeitig positiv und grösser als 1 ist. 

Unsere Aufgabe, die sämmtUchen Auflösungen der 
Pell'schen Gleichnng zu finden, wird gelost sein, so- 
bald wir alle positiven Auflösungen, aus denen die 
andern sofort sich ergehen, gefunden haben werden. 
In dieser Hinsicht ist nun zu bemerken, dass aus zwei posi- 
tiven Auflösungen stets eine dritte gefunden werden kann; 
denn, sijid t', u'\ t", u" zwei positive Auflösungen und setzt 

(i'+ «YJ)) . (("+ n-ys) - f + «ys, 

indem man das Rationale und das Irrationale links und rechts 
mit einander vergleicht, so werden 

t = t't"+ L n'v", u == t'u"-^ t"u 
zwei positive ganze Zahlen sein, welche, da in jener Gleichung 
|/i3 in — Yd verwandelt werden, also auch 

{(' - n'Yjy) ■ (i"— it"Yl)) = t — uYl) 
gesetzt werden kann, der Pell'schen Gleichung genügen, wie 
sogleich erhellt, wenn die beiden vorigen Gleichheiten in ein- 
ander multiplicirt werden. 
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Diese Betrachtung bleibt offenbar giltig, anuli wenn 
t" , u" mit t' , u' identiaeli ist. 

Hieraus folgt dann weiter, dass, wenn für irgend einen 
positiven gauzzabligen Exponenten n 
(20) {T + uYi)T = ^. + ". ■ V^ 

gesetzt, nämlicli mit i„ der rationale Theil, mit m, der Coeffi- 
cient von yZ) in der Entw ick lang des Binoms bezeichnet 
wird, t„, M„ eine positive Auflösung der Pell'schen Gfleichung 
repräsentiren , sobald T, TJ selbst eine solche ist. Demnach 
giebt es unendlich viel positive Auflösungen; denn, wenn 
der positive Ausdruck T + TJyi) , der jedenfalls grösser als 
Eins ist, zu immer höheren Potenzen erhoben wird, wird er 
stets neue, wachsende Werthe erzeugen und so zu immer 
neuen positiven Auflösungen (,, w^ hinfuhren. Wir wollen 
nun anter T, ü diejenige positive Auflösung ver- 
stehen, bei welcher Pden allerkleinsten Werth hat; 
eine solche giebt es offenbar, und auch nur eine, weil neben 
einer positiven Auflösung t, u nicht noch eine zweite (', u 
möglich ist, deren zweites Element denselben, deren erstes 
aber einen vom vorigen verschiedenen Werth hätte. Ftir 
jene Auflösung T, TJ hat dann auch T den allerkleinsten 
Werth, weil nach der Beziehung (^ ^= 1 -j- Dm^ mit M auch t 
wachsen muss; also bezeichnet zugleich T, U diejenige posi- 
tive Auflösung, für welche der Ausdruck i -^ u YD am 
kleinsten ist, so, dass für jede andere positive Auflösung t, u 
die Ungleichheit besteht: 

t-\-uyi)> r+ uYb. 

Man nennt T, TJ auch die Fundaraentalauflosung 
der Pell'schen Gleichung, weil es, wie wir jetzt zeigen 
können, möglich ist, vermittelst ihrer alle übrigen Auflösungen 
der Gleichung auszudrücken. In der That, wenn zunächst 
noch t, u eine positive Auflösung bezeichnet, so muss für 
einen passenden positiven ganzzahligen Exponenten n 

sein. Denn andernfalls müsste t + uYl) zwischen zwei 
aufeinanderfolgende Potenzen von 2"+ TJYI) fallen, weil die 
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Keilie der Poteiizeu dieser Grösse, wie bemerkt, über jede 
Grenze hinaus wächst. Man erhielte also diinn Ungleichheiten 
von der Form: 

(T + Jjy'l)J < t + «l/J) < (r + Z7]/7))"+' 
oder: 

L + u,,Yj)<t-i-uyD< (;„ + m™ y'b) [t + uyD) 

oder auch, wenn man mit i„ — *(„ ]/i) multipHcirt und dabei 
beachtet, dass nach der Gleichung 

dieser Multiplikator positiv ist, die folgenden: 

Hierin ist aber, wenn man 

(i + « ys) (t, - ... 1/5) - . + » ys 

setzt, r, V jedenfalls eine positive Auflösung der Pell'sehen 
Gleichung, denn der Ausdruck t -\- vYB ist wegen der ersten 
Ungleichheit positiv und grösser als 1. Dann bedingt aber 
die zweite Ungleichheit einen Widerspruch, denn für eine 
positive Auflösung t, v kann nicht 

r + i;|/5<r+ XjyB 
sein. Man schliesat demnach, dasn wirklich alle posi- 
tiven Auflösungen t, u durch die Formel gegeben 
werden: 

t-\-uyT) = {T+ uyDf, 

wenn dem Exponenten n alle positiven ganzzahligeii 
Werthe beigelegt werden. 

Diese Formel liefert aber weiter die folgende: 
t~uyT>=^{T— UVBT, 
der man indessen auch die Form geben kann: 

f_M]/75 = (r+ uyi))-", 

(T + uyj)) ■ (r - vyD) = 1 

ist. Und da man aus (, « und i, ~ m die beiden übrigen 
der vier zusammengehörigen Auflösungen erhält, indem man 
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jene mit negativeiu Vorzeichea nimmt, so gewinnt man schliess- 
lich folgendes sehr bemerkenswerthe Ergebniss: 

Alle ganzzahligen Lösungen t, u der Pell'schen 
Gleiehung werden, wenn die Determinante D positiv 
ist, aus der Fundamentalaufiösung T, JJ derselben 
gefunden, dadurch, dass in der Formel 

(21) i -f M iZ-D = + (r + uy'i)T 

einmal das obere, ein aweites Mal das untere Vor- 
zeichen gewählt, dem Exponenten n aber der Keihe 
nach alle ganzzahligeu Werthe beigelegt werden. 
Denn auch m ^ darf gewählt werden, wodurch gerade die- 
jenigen zwei Lösungen mit in die Formel einbegriffen werden, 
welche zuvor ausgeschlossen wurden, nämlich die evidenten 
Lösungen i = + I , m = 0. 

10. Bei der Wichtigkeit der Pell'sehen Gleichung werden 
einige geschichtliche Anmerkungen über dieselbe nicht un- 
erwünscht sein.*) Eigentlich sollte sie die Fermat'sche 
Gleichung heissen, denn Permat, dem wir so majichen aus- 
gezeichneten Satz der Zahlentheorie zu verdanken haben, war 
auch der Erste, der auf jene Gleichung geführt worden ist. 
Nach der Sitte seiner Zeit stellte er ihre Lösung den mathe- 
matischen Rivalen jenseits des Canals als Aufgabe; ob er 
selbst, wie freilich anzunehmen ist, ihre Losung gekannt hat, 
steht dahin. Nach Wallis (s, seine Algebra Cap. 98) ent- 
sprach Lord Brounker der Herausforderung uud gab die 
Auflösung, welche Wallis a, a. 0. mittheilt, während Ozanam 
in seiner Algebra Fermat seibat als ihren Autor bezeichnet. 
Euler dagegen nennt den Engländer Pell als denjenigen, 
welcher zuerst die Fermat'sche Gleichung gelöst habe, und 
darnach hat sie den Namen PelPsche Gleichung erhalten. 
Wie dem auch sei, jedenfalls kommt Euler, der zu wieder- 
holten Malen dieser Gleichung seine Kraft gewidmet hat**). 



*) Vgl. hierzu Lagraoge im g 8 der Additioos zu Euler, ölö- 
mene d'Älgfebre (der franzöaischen Auagübe seiner Algebm) p. 628, so- 
wie Gauss Diaqu. Arithm. art. 202. 

**) Euler, ölömens d'Algebce II, Cap. 6: des caa eu nombrea en- 
tievs oü la formule ax" -|~ ^ devient un (laarre; Cap, 7: d'une m^thode 
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das wesentüclie Verdienst zu, die eigenthümliehe Bedeutung, 
welche die Gleichung für die Theorie der quadratischen 
Foimen hat, zuerst erltaunt, nämlich bemerkt zu haben, dasa 
man der Losungen dieser Gleichung durchaus bedarf, um alle 
Daisteliungen einer Zahl durch eine quadratische Form von 
positiver Determinante D, oder, was darauf hinauskommt, alle 
ganzzahligen Lösungen einer Gleichung von der Form 

x^ — Df = M 
angeben zu können. Indessen liessen alle diese Vorarbeiten 
in zwei Puuiften zu wünschen: erstens, und dies ist der Haupt- 
punkt, gaben sie nicht mit Strenge den Nachweis, dass die 
Pell'sche Gleichung wirklich stets eine von der evidenten 
verschiedene Auflosung besitzt, und zweitens waren die Me- 
thoden nicht geeignet, dieselbe mit Noth wendigkeit, ihre Exi- 
stenz angenommen, finden zu lassen. Diese wesentliche Lücke 
in der Theorie der Gleichung wurde durch Lagrauge aus- 
gefüllt, zuerst in einer Arbeit iu den Miseellanea Taurinensia 
t. IV: Solution d'un probleme d'Arithmetique; doch genügte 
Lagrange selbst diese Arbeit nicht wegen ihrer Umständlich- 
keit, und er gab dann im §11 der Additions zu Euler's eie- 
mens d'Algebre eine andere Methode, von der er meint, dass 
sie au^ den wählen Gründen der Sache selbst geschöpft sei. 
In der That hangt die Auflösung der Pell'schen Gleichung 
auf das innigste zusammen mit der periodiachen Kettenbrucb- 
entwicklung füi "jZ-D oder aligemeiner für die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung 

und auf sie gründet sieh Lagrange's Arbeit. Eine andere 
Methode zur Auflösung hat darauf Gauaa in den Artikeln 
183—201 der Disqu. Arithm. gegeben, indem er die Trans- 

patticulifere par laquelle la formule an' + 1 devieat un quarre eil 
nombres entiers; Comment. Petrop. VI p. 175 oder Commeiit. arithm. 
colleetae I p. 4: de solutione problematum Diophanteorum per nnmeroH 
integros; Nov. Commeiit. Petrop. IX p. 28 oder Comiaent. arithm. coli. I 
p. 316: de uau novi algorithmi in prolilemate Pelliano solyeudo; Opiiac. 
anal, 1 p. 310 oder Comment. aritiiin. üoII. II p. 35: nova aubsidia pro 
resolutione lormulae ax' ~(- 1 =^ i/'. 
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foi'mation der (ju ad rati sehen Formen /um Ausgaiigspuukto 
nimmt und die Perioden betrachtet, welehe aieli für die so- 
genannten reducirten Formen bilden lassen. Dirichlet hat 
diese Gaussische Behandlung der Aufgabe in einer sehr 
schönen, von Dedekiud in der Darstellung seiner Vor- 
lesungen auch verwendeten Arbeit*) wieder wesentlich gekürzt 
und vereinfacht. Im Grunde der Sache laufen beide Methoden 
einander parallel und unterscheiden sich hauptsächlich darin, 
dass Lagrange den Zusammenhang der Frage mit der Trans- 
formation der quadratischen Formen, Gauss den mit der 
Kettenbruchentwicklung gewissermassen bei Seite gestellt hat; 
die gleiche Richtung der Methoden zeigt sich sofort, wenn 
man, wie Verfasser dieses Werkes es in der 4"*" seiner Vor- 
lesungen über die Natur der Irrationalzahlen, Leipzig 1892, 
gethan hat, bei Darstellung der Lagrange'schen Betrach- 
tungen die elementarsten Sätze Über Transformation quadra- 
tischer Formen voraussetzt. Die sehr einfache Theorie der 
Pell'schen Gleichung aber, welehe wir hier im vorigen aus- 
einandergesetzt haben, verdankt man Dirichlet, welcher in 
genialster Weise ihre so elementaren Grundgedanken benutzt 
hat, um das viel schwierigere analoge Problem, welches die 
Theorie gewisser Formen höherer Grade oder die allgemeine 
Lehre von den complesen ganaen Zahlen in der Frage nach 
den sämmtlicUen complexen Einheiten darbietet, auf gleiche 
Weise vollständig zu lösen.**) 

um die Fundamentalauflösuug der Pell'schen Gleichung 
zu finden, genügt es theoretisch, folgenden, praktisch freilich 
nicht immer empfehle uswerthen Weg einzuschlagen: Mau 
setze in 

l + D,f 

tui V nach einander he ganzen Zahlen 1, 2, 3, 4, . . . ein 
so linge, bis man zueilt auf eine Zahl y = ü kommt, für 

') D 11 1 L hie t Veremtachung dei 1 heorie cier biuiU-en quadra- 
tischen ffornitn von positiver Deteiminantc Ahh. der Ber!. Äkad. 1854. 
**) ^ Monatsbei dei Berlmei Akademie 1841, 1812 und 1846, so- 
wie anch Cornjitea hendus dei Parisei Akademie 1840. Eine ausführ- 
liche Entwicklung diespi Motizen gab der Verf. in einer Abhandlung: 
Ic unititi m coiiilextrnii theoiii Perihni 1S64. 
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welche \ -\- DJJ'^ einer Quadrataalil gleich wird, was nach 
dem oben Bewiesenen jedenfalls einmal eintreten muss; nennt 
man die positive Basis dieser Quadratzahl T, so ist 2', XJ die 
Fundament alauflösung der Pell'sehen Gleichung. 

Dies z, B. angewendet auf die Fälle, in welchen 
ZJ = 3, 5, 7, 11, 12 
ist, liefert folgende Fundamentalauflösungen der Pell'sehen 
Gleichungen: 

i^— 3Mä=l, 

(2 _ 5((2 = 1^ 

(a_ 7t(^=l, 

{i — 11^^ = 1, 

i*i_ 12m^= 1, 
11. Um sogleich eine A.nwendui 
täte zu geben, betrachten 
räischen Zahlen, d. h. diejeuig« 
welche der Gleichung genügen: 

(22) !£' + !/■- s". 

Doch können wir uns von vornherein auf solche Zahlen be- 
schränben, welche zu je zweien relativ prim sind ; denn hätten 
z. B. X, einen von 1 verschiedenen grössten gemeinsamen 
Theiler ü, sodass % = x'ä, s = s'd, x , s aber relative Prim- 
zahlen wären, so müsste offenbar j/* durch ^ also auch y 
durch d theilbar, y == i/'d sein, und man erhielte sofort, in- 
dem man die Gleichung mit ^ dividirt, die Gleichung 

x'-' + s,'^ = a'ä 
derselben Form wie (22), in welcher aber x' , s' relativ prim 
sind, was nun zugleich auch mit sich führt, dass weder x', y' 
noch auch z', y' einen von 1 verschiedenen Theiler mehr 
1 iahen. 

Dies vorausgeschickt, wird nun zuerst behauptet, dass von 
den Zahlen x, y eine gerade, die andere ungerade sein muss; 
denn, da der Fall, wo beide gerade waren, durch die vorauf- 
geschickte Bemerkung ausgeschlossen ist, bleibt sonst nur 
übrig, dass beide ungerade und demnach Z gerade wäre; dies 
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ist aber unvereinbar mit dem Bestehen der Gleichung (22), 
weil jedes ungerade Quadrat, durch 4 getheilt, den Rest 1 
iässt, die linke Seite also den Rest 2 lassen würde, während 
das gerade Quadrat rechts durch 4 theilbar wäre. — Nnn 
kommen i, y symmetrisch in der GJeichung (22) vor; wir 
können also nach Willkür diese oder jene von ihnen, ?.. B. y 
als gerade, also dann x als ungerade voraussetsnen. Wird 
dann die Gleichung (22) folgendermassen gesehrieben: 

y^ = (2-\^x}- {s~x), 
so muss jede der Primzahlpoteazen, aus denen y^ besteht, nnd 
deren Exponenten nothwendig gerade sind, auf die Faktoren 
rechts sich vertheilen; da jedoch 2 + 3; und s — x keinen 
andern gemeinsamen l'Tieiler haben können, als welcher auch 
in ihrer Summe und in ihrer Differenz, d, i. in 2ä und 2x, 
aufgeht, und diese der Annahme nach nur den Theiter 2 ge- 
meinsam haben, so rauss jede Potenz einer ungeraden Prim- 
zahl, welche in y^ enthalten ist, noth wendigerweise ganz in 
einem der beiden Paktoren aufgehn, und man findet demnach 
leicht, wenn m, n zwei ganze relativ prime und ungleichartige 
Zahlen bedeuten: 

« + ^ = + 2m\ s — x=± 2n\ 
wobei die Vorzeichen correspondiren; folglich werden alle 
pjthagoräischen Zahlen der betrachteten Art durch 
die Formeln gegeben: 

(23) x = ±{m^~n^), y^^'ämn, s = + (mä + «^), 

wo wieder die Vorzeichen correspondiren, bei y aber ein 
doppeltes Vorzeichen unnöthig zu setzen ist, da m, n Un- 
bestimmte der angegebenen Art sind. Beschränken wir 
uns auf positive Werthe von 2, ao gelten die Formeln: 

(24) X = m^ — n^, y = 2mn, e = m^ + ly'. 

Man findet 7,, B., wenn m = 2, « = 1 gewählt wird, 
X = 'd, i/ = 4, s = 5 
also drei aufeinanderfolgende ganze Zahlen. 

Es ist leicht einzusehen, dass ausser dem Systeme -—'1, 
0, + 1 das eben genannte das einzige System von drei auf- 
einanderfolgenden pythagoräischen Zahlen ist; denn, heisst u 
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die mittlere von drei solelien, so wären sie n — 1, M, M + 1) 
und man müsste haben: 

{u-ir + u' = {n^iy, 
d. h. 

,i' = 4m 

also entweder m = oder w ^ 4. Fragen wir aber ein- 
mal nach denjenigen Systemen, bei denen wenigstens 
die beiden Zahlen x, y aufeinanderfolgende Zahlen, 
also X — y entweder + 1 oder — 1 ist. 
Für solche muss 

n^ — M^ — 2inn = + 1 
sein. Betfaehten wir erstens den Fall 

m^ — w* — 2m» = + 1. 
Diese Gleichung kann geschrieben werden: 

(m-«y-2w^= 1. 
Sind nun t, u alle ganze Zahlen, welche der Gleichung 

(25) (ä — 2m^ = 1 
genügen, so hat man nur zu setaen: 

m — n ^= t, n = u 
also m = t •]- u, n ^ u, und demnach 

(26) x=^e-\- 2tu, y =-2tu + 2m% ^ = f^ + 2(m + 2«^ 
Ist dagegen zu erfüllen 

m^ — «^ — 2mn = — 1, 
so schreibe man die Gleichung so: 

{m + nf — 2m^ = 1 . 
Dann braucht man nur zu setzen: 

also m = M, n = t — u und 

(27) X == - f -\- 2tu, y = 2tu — 2u\ = t^ ~2tu-i-2u\ 
Die kleinsten positiven Zahlen, welche der Gleichung (25) 

genügen, sind f^3, m=2; aus dieser fundamentalen Lösung 
findet man nach No. 9 alle andern, wenn man in der Formel 

(28) t + M>/2 = ± (3 + 21/2)* 
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h jedem positiven oder negativen ganzzahligen Werthe, und 
daun die rationalen und die irrationalen Tlieilc rechts und 
links einander gleich setzt. Wir wollen versuchen, in die 
Formeln (26) und (27) die Fu n da mental auf losung einzuführen. 
Setzt man 

i. i. 

('— e + 2u', »'— 2i», 
so findet sicii ans (26) 

x + V-f+2a', « = (•+,.' 
nnd darans 

I + S + 8)/2 = 0/2 + 1) ■ (i + n^ä")' , 
folglich nacli (28) 

(29) a: + !/ + ^1/2 - 0/2 + 1) . (i! + 2)/2y' , 
während x ^ y = 1 ist. 

Desgleichen erhält man aus (27) 

x^y=. — !.'-{- 2»(', s = i' - ■»' 
und folglich 

x + y + iyi- 0/2 - !).(( + »1/2)' 
d. i. 

I + S + »1/2 _ (1/2 - 1) ■ (3 + 21/2)'*, 
während y — a: = 1 ist. Da man ferner findet: 

3 + S1/2' 
SO lianu die letzte Formel auch so geschrieben werden: 

(30) ^ + j, -I- «1/2 = (1/2 + 1) . (3 + 2V2f'-' . 

Bis hierher haben wir stets y als gerade, x als ungerade 
betrachtet; wenn das umgekehrte der Fall wäre, so würde 
offenbar die Formel (29) gelten, während y — a; = 1, die 
Formel (30), während a; — y = 1 ist. Lassen wir es daher 
jetzt dahingestellt, welche der Zahlen x, y gerade, welche von 
ihnen ungerade ist, beschränken uns dagegen auf diejenigen 
Systeme, bei denen x — J/ = 1 ist, so läsat sich das Gefundene 
in folgendem heuierkenswerthen Satze i 



y Google 



196 Vierter Abschuitt 

Man fiudüt alle pythagoräisclien Zahlen x, y, , 
bei welchen s positiv und x — »/ = 1 ist, indem ma 
in der Gleichheit 

(31) a. + j, + ,^2 _ (ya + 1) . (3 + 21/2)' 

für jeden ganzzahligen Werth des />; das Rational 
vom Irrationalen trennt und die so entstehende 
Gleichungen mit der Relation x — «/ = 1 verbindet. 

Z. B. findet aich 



für fc = 



x= 4., y = 3, ^= 5 
x^ 21, y= 20, s= 29 
x= 120, «= 119, s = 169. 



12. Nachdem in No. 9 die vollständige Auflösung der 
Pell'schen Gleichung im Falle einer positiven Determinante 
geleistet ist, wenden wir uns nunmehr zur Aufsuchung 
aller Darstellungen einer Zahl m durch eine Form 
(a, h, c) von positiver Determinante D. Es sollen mit 
andern Worten alle relativ primen Zahlen x, y gefunden 
werden, welche die Gleichung erfüllen: 
(32) ax^ + 2hxy + cj/^ = m, 

in welcher D ^^V^ — ae positiv ist. Diese Aufgabe lösen wir 
für den Augenblick jedoch nur unter der Voraussetzung, dass 
M gleiches Vorzeichen habe wie a; der andere Fall wird in 
Kurzem hierauf zurückgeführt werden. 

Es ist aber zuerst einleuchtend, daes, wenn x, y eine 
Lösung der Gleichung (32) bezeichnen, auch — x, ^ y eine 
solche sein müssen. Von diesen zwei zusammengehörigen 
Systemen von Werfchen wird indessen nur das eine die Eigen- 
schaft haben, dass es den Ausdruck 

ax + iy -i-y]/!) 
positiv macht. Jede Auflösung dieser Art wollen wir ^ 
eines kurzen Ausdrucks wegen — eine positive Auflösung 
nennen, was also durchaus nicht besagt, dass x und y selbst 
positiv sein sollen. Offenbar genügt es, von allen möglichen 
Auflösungen der Gleichung (32) die positiven zu ermitteln, 
da aus ihnen die übrigen gefunden werden, indem man jene 
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negativ nimmt. Es sei also x ^ «^ y = y eine bestimmte 
positive Auflösung, wenn es überhaupt Äuflöaungen giebt. 
Nach den Ergebnissen der Nummern 6 und 9 würden alte 
Darstellungen der Zahl m, vrelcbe zu derselben Gruppe ge- 
hören, durch die Formel 

± (o« + iy + rVii) ■ {T+ ijysy 

geliefert werden. Da aber der zweite Faktor zugleich mit 
2'+ TjyD positiv ist, so findet man hieraus einen ganzen 
Complex von unendlich vielen, unter einander verschiedenen 
positiven Auflösungen x, y, indem man setzt: 

(33) ax + ly-j- yV^ = («« + Jy 4" yV^) ■ {2' + f/ VU) " 
und für n nach einander alle ganzzahligen Werthe wählt. 

Ein solcher Complex ist durch irgend eine in ihm ent- 
haltene Darstellung vollständig bestimmt; mit andern Worten: 
wenn wir statt a, y irgend eine andere in ihm enthaltene 
Darstellung k', y' setzen, so liefert der aus dieser entstehende 
Complex genau dieselben positiven Darstellungen. In der 
That, sei 

aa'+ 6y'+ y'^D = {acc + by -{^ y]/ D) ■ {T + UyiÖf; 
dann lässt sich die Formel (33) auch folgendermassen schreiben: 

ax+hy-{- yyB = {aa + ly'+ y'YB) • {T + UV^f' , 
wobei n'^n — Ti eine ganze Zahl bedeutet, und lehrt also, 
daas X, y m der That auch zum Complexe der Darstellung 
c', y' gehört. 

Andererseits überzeugt man sich ebenso leicht, dass, wenn 
k', y' eine positive Auflösung der Gleichung (32) ist, welche 
nicht zum Complexe (33) gebort, aus ihr ein zweiter Complex 
entsteht, welcher durchweg vom ersten verschieden ist. Denn 
eine Gleichung von der Form 

{aa' -\- Jyy' -\- y' y'D) ■ [T + UVD)"' 
= („„ + ;,y + j,|/ü).(r_l_ uVDY 

würde sofort durch Division mit (2"+ Ü^Dy erweisen, dass 
a, y' eine Darstellung des zu a, y gehörigen Compleses sein 
müsate. 
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Man ersielii hinraus, dass aämnitliche etwa vorhaEdene 
positive Auflösungen der Gleichung (32) sich in Ooniplexe 
vertheileii lassen von der Art des Complexes (33) und daher 
als gefunden angesehen werden können, sobald aus jedem ein- 
zelnen dieser Complexe eine einzige Auflösung bekannt ge- 
worden ist. Alles kommt also darauf an, aus jedem 
Complexe ein Glied zu isoliren. Dies geschiebt leicht 
folgendermaasen. Verstehen wir unter dem Zeichen ß ii^end 
einen positiven Werth, so giebt es im Complexe (33) ein ein- 
ziges Glied, das den Bedingungen genügt: 

(34) G<ax + ly-\-yl/D<3-{T-\- Uyi)); 

denn die Glieder des Complexes, welche den aufeinander- 
folgenden Werthen des Exponenten n entsprechen, sind die 
Glieder einer geometrischen Progression, welche von bis oo 
wachsen; endlich müssen sie also die Zahl ö entweder er- 
reichen oder überspringen, in welch letzterem Falle dann 
das nächstliegende Glied der Progression zwischen ff und 
6(2'+ UYD) enthalten sein muss. Hieraus folgt offenbar, 
dass man aus jedem etwa vorhandenen Complexe positiver 
Auflösungen eine einzige finden wird, wenn man diejenigen 
ganzen Zahlen x, y aufsucht, welche gleichzeitig der Glei- 
chung (32) und den Ungleichheiten (34) Genüge thun. 
Giebt es solche Zahlen überhaupt nicht, so giebt es auch 
keine Darstellungen der Zahl m durch die Form {a, !>, c); 
sind im Gegentheil 

(35) X = a, y = y; x ^ cc', y == y'\ x = a", y = y"; . . . 
alle solche Systeme, so liefert ein jedes von ihnen einen 
Comples von positiven Auflösungen entsprechend der Formel 
(33), und auf solche Weise diese positiven Auflösungen sämmt- 
lich jede einmal; werden diese endlich mit entgegengesetzten 
Vorzeichen genommen, so erhält man auch die übrigen Auf- 
lösungen der Gleichung (32). 

Dass die Anzahl der ermittelbaren Systeme (35) nur eine 
endliche ist, ergiebt sich sofort aus der Ucborlegung, dass die 
Anzahl der Complexe gleich der der verschiedenen Dar- 
stellungsgruppen der Zahl m durch die Form (a, h, c) also 
endlich, nämlich, da jede Darstellungsgruppe zu einer be- 
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stimmteu 'Wunol der Congruenz x^^E^D (mod. fd) gehört, 
nicht grösser als die Anzahl dieser Wurzeln ist. Nach der 
angegehenea Methode werden abei dieoe Systeme (35) dadui'cli 
eimittelt, dass von allen Systemen x, ij, welche den Un- 
gleuhheiten (34) genügen, diejenigen ausgewählt werden, 
welche auch die Gleichung (32) eifullen Soll diese Methode 
nun biauchbar sein, namlich gestatten, wirklich alle Dar- 
atelluögen dei Zahl w zu finden, so ist oÖenbar die Bemerkung 
wesentlich, dass man nur mit emei endlichen Anzahl von 
Öystemeu x, y die letztgenannte Piohp zu versuchen hat. 
Dies eriPichen wir aber, indem wii duich eine geeignete Wahl 
dei positiven Zahl e, deien besonderer Werth für unsere Be- 
tiachtung nicht in Frage kam, die Ungleichheiten (34) so um- 
yestalten, da^s bie diPsen wichtigen ümstind sogleich erkennen 
lassen. 

Wir setzen a = -\- Y^am. Da es sich darum handelt, 
welche ganze Zahlen x, y gleichzeitig die Bedingungen (32) 
und (34) zusammen erfüllen, dürfen wir dann in (34) 
am = {ax + hyf ~ Dif 

= (ax -\-iy + yVD) ■ (ax + ?.y - yVD) 
statt 6^ sehreiben, und erhalten, wenn jeue Ungleichheiten 
quadrirt und darauf mit dem positiven Ausdrucke 

ax + iy + sVD 
dividirt werden, die nachstehenden: 
(36) ax-i-bi,- yVB 

< ß« + 6y + yYD < {ax + hy- yV'D) ■ (T + UVW ■ 

Aus ihnen folgen durch eine einfache Diskussion die 
beiden anderen: 

Y/S;0, ax~{-by>jj-y. 
Diese letztern aber, verbunden mit der Gleichung 

(ax + iyy — ßy^ = am, 
gestatten den galten Zahlen x, y nur einen beschränkten 
Raum; es muss nämlich y zwischen und ü-yam, und 
für jeden solchen Werth von y dann ferner ax + hy zwischen 
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j-rp uuii T-Yam euthalteii sein. Hiermit ist aber hii\ 
dass die Anzahl der zu prüfenden Systeme x, y aar einu end- 
liche sein kann. 

Suchen wir, dieser Theorie gemäss, die sämmtlichen Dar- 
stellmigen der Zahl 11 durch die qnadratiache Form 
2x^~10xy+ ny^ 

von der positiven Determinante Z) = 3. Diese Darstellungen 
können, da 11 keinen quadratischen Theiler hat, anr eigent- 
liche Darstellungen sein. Sucht man auuächat aus jedem 
Complexe eine Auflösung der G-leichung 
(37) 23? — mxy + 11;/^ = 11, 

so muss, da 2"= 2, f/^ 1 ist, man zunächst alle ganz- 
zahligen x, y aufstellen, für welche y zwischen und l/22, 
d. i. zwischen iind 4, und dann jedesmal ^x — by zwischen 
2y und 2-]l/22, d.i. zveischen 2y und 9 liegt. Dies giebt 
folgende Systeme: 

1 = 0: « = 0, 1, 2, 3, 4 



= 1: 



5, 6, 7 



j/ = 2: x= 1, d,, '■} 
y = 3: a;=ll, 12 
y = 4: ^'=14; 

von ihnen können nur die nach 8 behenden 

Stellungen liefern; 

?/ = 0: X := 1 



V- 



4, 5, 6, 7 



y == '6: «.■ = 1 1 . 
Versucht man nun, welche von diesen Öystei 
(37) befriedigen, so findet man nur die bei 

3^' ^ 5 , )/ = 1 ; X ^ 1\, y = 

in der That positive Darstellungen, denn 
Ausdruck 



'igontlielie Dai 



1 die Gleichung 
L Systeme 
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21 - 6s, + s/1/3 
Ton positivem Werthe. Hiernach kann man aile Complese 
positiver Darstellungen und damit auch alle Darstelluugs- 
gruppen aufstellen, nämlich diese Kwei: 

2^-5;/ + yl/3 = + (5+ ]/3) • (2 + 1^3)' 
2x _ 5y + ;//3 = ± (7 + 3/3) ■ (2 + 1/3)*, 

wenn h alle ganzzahligen Werthe erhalt. Auch lassen sich 
die Congruenzwurzeln, denen diese Gruppen zugehören, so- 
gleich angeben. Denn die Congruenz 
x^ = ?i (mod. 11) 

hat die beiden Wurzeln + 6 und — 6; man findet iiber, dass 
die CoDgruenz 

2a: — 5)/ + ny =~ (mod. 11) 

für die erste Gruppe, nämlich für a; = 5, y =^ 1, erfüllt wird, 
wenn ra = 6, für die zweite Gruppe, nämlich für x = W, 
«/ = 3 dagegen, wenn n = — 6 gesetzt wii'd. Jene Gruppe 
gehört also zur Congruenzwarzel w ^ 6, diese zur Congruenz- 
wurzel ra ^ — 6 (mod. 11). 

Offenbar ist x = 0, y = 1 eine Darstellung der Zahl 11, 
welche zur Congruenzwurzel — 6 gehört; man muss sie also 
aus der zweiten Gruppe finden, wenn man Ti, passend wählt; 
und in der That ergiebt sie sieh für ä; = — 1, wenn das 
untere Vorzeichen gewählt wird. 

13. Nachdem wir so, von einer Lücke abgesehen, welche 
bald ausgefüllt werden soll, die Untersuchung betreffend die 
Darstellung einer Zahl durch eine quadratische Form voll- 
ständig durchgeführt haben, wenden wir uns nun zu einem 
andern Probleme, welches sich daran anschlieast, zur Frage 
nach der sogenannten Äequivalenz quadratischer Formen. 

In No. 5 ist gezeigt, dass jede eigentliche Darstellung 
K, Y einer Zahl m durch eine Form (a, b, c) von der Deter- 
minante D zu einer bestimmten Wurzel n der Congruenz 
x^ ^ D (mod. m) gehört, was seinen Ausdruck fand in den 
Formeln (11), denen wir die Gestalt geben können: 
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,(»« + 67)0 + (So + 17)7- Ol 

l ai — ßr — i, 



(38) 



Schreibt man uun in diesen Gleidiuugen für k, ß, y, d 
resp, — y'j ~ 3', «', ß', setzt also 

(39) .-=7, ß~a, r'-"«, <r~-ß, 

sodass tlie Gleichung stattfindet: 

(40) o-ä- ßY- 1, 

HO nehmen die beiden ersten jener Gleichungen die Gestalt an: 

,(„'_ ty)a'+ (- 6«-+ «,'),'- ,„ 
'*"-' |(«'-S/)/i-+(-6o-+ »,-)«■_» 

und lehren offenbar, dass «', 7' eine Darstellung der Zahl m 
durch die Form {c, ■ — h, a) ist, welche zur Congruenzwurzel 
n gehört. 

Wir werden nun zwei quadratische Formen der- 
selben Determinante einander äquivalent nennen, 
wenn jede Zahl, welche durch die eine von ihnen dar- 
gestellt werden kann, auch durch die andere einer 
Darstellung fähig ist, welche zu derselben Congruenz- 
wurzel gehört, wie die erstere. Aus dieser Definition 
folgt sogleich der Umstand, dass, wenn von zwei 
äquivalenten Formen (a, &, c) und («', b', c') die erste 
eigentlich primitiv ist, es die zweite auch ist; denn 
hätten im Gegentheil a', 2b', c' einen gemeinsamen Theiler 
ä, so ginge dieser auch in 2D = 2&'^ — 2a'c' auf und ebenso 
in jeder durch («', b', c') darstellbaren Zahl, während doch 
nach No. 4 durch (a, b, c) Zahlen darstellbar sind, welche 
mit 2Z) keinen gemeinsamen Theiler besitzen. 

Nach dieser Definition können wir ferner das vorher- 
gehende Ergebniss kurz in dem Satze ausdrücken: Die beiden 
Formen (a, h, c) und (e, — '>, d) sind einander äqui- 
valent. 
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Wenn eine Zahl ni durch (a, h, c) mittels a, f zur 
Wurzel n gehörig dargestüllt wurde, so war 
aa -i-hy -\- ny^O\ 
ba + cy — nie "^ 0) ^ 
oder bestimmter 

aec -{- hy -^ >iy = mö' 
ba + cy-n^^-mß. 
Daraus folgt: 

inid — ny ^ hy = aa 
— iiiß -\- na — ZiK = cy. 
Erhebt mau die örate dieser Gleichungen ins Quadrat, so er- 
hält man 

{mö — ny)'^ — 2md ■ by + 2nb ■ y' + b'^y'^ = «-«% 
und, wenn man in dem Gliede — 2inS-by für mS seinen 
obigen Werth einsetzt, ergiebt sieh nach einigen leichten Ver- 
einfachungen 

(wd — nyf — Dy^ = a(aa^ + 26«^ -f cy^) = am, 
also 
(42) m&^ — 2nSy + m,/ = a. 

Mit Rücksicht auf diese Gleichung sowie auf die Be- 
ziehung ad — ßy ^^ l läsat sich die erste der Gleichungen (41) 
sehreiben wie folgt: 

ly = (md — ny) (aö — ßy) — K (mä^ — 2n8y -f m^j-^ 
und giebt, zusammengezogen, sogleich die nachstehende: 
(42) ~ (md ~ny)ß -\- {nS — m^y) « = ö. 

Vergleicht man nun die beiden Gleichungen (42) mit den 
Gleichungen (38), so findet sieh der Satz: Wenn eine Zahl 
m durch die Form {a, b, c) mittels der Werthe a, y 
zur Wurzel n gehörig eigentlich dargestellt werden 
kann, so wird umgekehrt a durch die Form (m, w, w*j) 
mittels der Werthe S, — y eigentlich dargestellt und 
diese Darstellung gehört zur Wurzel b der Oongruenz 
x'^B (mod. a). 

Dieselbe Zahl m war dann aber auch darstellbar durch 
die Form (c, — fe, a) zur selben Congruenzwurzel n gehörig 
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mittels der WerÜie a'=y, y'= — r, Uer eben bewiesene 
Satz ergiebt daher den weiteren Umstand, dass anch die Zahl 
C durcli die Form (tn, n, m,) dargestBllt werden kann mittels 
der Werfcbe (J'= — ß, — y';= «, und dass diese Darstellung 
zur Wurzel — b der Oongrueuz x^ ^ 1> (uiod. c) gehört. 
Hieraus entsteht zunächst die Gleichung 
(42) c^mß^ — 2nßa + w^ff? 

und nun aus der zweiten der Gleichungen (41) die folgende; 
- ha = {mß^ - 2nßa + m^) y -\- (mß - na) {ad ~ ßy), 
der man leicht die Gestalt giebt: 

(42) — & = (mß — na) d — (nß — m, a) y , 

welche aueli unmittelbar aus der zuvor für J> aufgestellten 
Formel (42) hervorgeht. 

Wir fassen diese Betrachtungen zusammen, indem wir 
sagen: Sobald eine Zahl m durch die Form («, b, c) 
zur Wurzel n gehörig dargestellt werden kann mittels 
der Werthe a, y, finden umgekehrt folgende Ulei- 
chungen statt: 

|ffl= «äd^ — 2Mdj' + >%/ 

(43) 6 = - (m5 - ny) ß + {n8 - ,v^v) « 
1 1- = mß^ — 2nßa + m^a\ 

Hieraus kann man nun ohne Schwierigkeit die 
Äecjuivalenz der beiden Formen 

(a, b, e) und {m, n, «J 
derselben Determinante Z* folgern, sobald m durch 
(a, b, c) zur Wurzel n gehörig dargestellt werden 
kann. Dazu ist nur zu zeigen, dass, wenn eine Zahl M durch 
eine von ihnen zur Wurzel N der Congruenz x' ^^ D (mod. M) 
gehörig darstellbar ist, sie einer gleichen Darstellung auch 
durch die andere Form fähig ist. Das vorige Besulfcat erlaubt 
hierbei offenbar, nach Belieben von der Form («, h, c) oder 
von der Form (m, n, m,) auszugehen. Wir nehmen also an, 
M sei eine Zahl, welche durch («, h, c) zur Congruenzwurzel 
N gehörig darstellbar ist, oder setzen voraus, es sei 
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M— (aA + hr)A + {bJ + cF) r 

N—laA + br)B + (tA + cr)A 

AJ - Br—l; 

man hat dann nur nothig, die soeben gegebenen Wertlie von 

a, b, c in die Ansdrücke für M, N einzusetzen, um ohne 

Scbwierigkeit die folgenden Gleichungen zu erhalten: 

IM — tn{3 J — ßrf + 2n(3 A - |5r) ■ (oF — 7^) 
+ m^(Kr—-yAf 

I Jf — [m(äA — ßr) + «(«r - yA)] ■ (äS — ßA) 

I + [n(ß A — ßr) + m^iaF ^ r A)] ■ {tiA — -r B) , 

während 
(44) (SA — ßr)-{aA — J.B) ~ (äB~|i)^)-(«r— 7^) 

~ («« - M ■ {^^ -BF)-! 
ist, drei Gleichungen, deren Vergleichung mit den Formeln (38) 
eben beweist, dass M durch die Form (m, n, mj zur Wurzel 
N gehörig eigentlich dargestellt werden kann. 

14. Der so bewiesene Satz setzt uns nun in den Stand, 
die Locke zu ergänzen, welche unsere Darstellungstheorie noch 
Hess, nämlich die Dar^ellungen einer Zahl M durch die Form 
(ß, h, c) von positiver Determinante zu finden, wenn M ent- 
gegengesetztes Vorzeichen hat wie a. 

Man suche zunächst in einem solchen Falle eine Zahl m 
von entgegengesetztem Vorzeichen wie a, welche durch («, h, c) 
eigentlich dargestellt werden kann, was ohne besondere Mühe 
erreicht werden kann (s. Ende von No, 3); ujnl wenn diese 
Darstellung zur Wurzel n der Congruenz x^ ^£ 1) (mod. m) 
gehört und man setzt — — - ^ fn^, so ist dem vorigen Satze 
gemäss die Form (a, h, c) der Form {m, n, mj) äquivalent; 
wenn folglich M durch eine dieser Formen darstellbar ist, so 
ist sie es auch durch die andere jedesmal so, dass diese Dar- 
stellungen zu derselben Wurzel JV" der Congruenz x^ ^ D 
(mod. M) gehören. Bestimmen wir daher ihre Darstellungen 
durch die letztere Form, so können daraus ihre Darstellungen 
durch die Form (a, b, c) leicht gefunden werden. Jenes aber 
kann, da M und m gleiches Vorzeichen haben, nach der in 
No. 12 angegebenen Methode ausgeführt werden. 
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Zur nälieren Erläuterung suchen wir alle niügliehcn Dar- 
stellungen der Zahl — 22 durch die Form 

2s;^ — lOxij-i- 11«/^ 
von der Determinante D ^ 3 zu bestimmen. Man findüt, 
dass diese Form fflr ic = 7, J/ == 3 den Werth 
2-49 — 10-21 + 11-9^- 13 
annimmt; die Wuraeln der Congruenz 

o;^ = 3 (mod. 13) 
sind aber x^9 und a: eh — 9, und die Darstellung dßr Zahl 
— 13 gehört zur Wurzei 9, da die Congruenz 
2.7 — 5-3 + 3n = (mod. 13) 
für « = 9 erfüllt wird. Da endlieh 

"-,!- - - 6 



gefunden wird, so ist die gegebene Form (2, — 5, 11) der 
folgenden; 

(— 13, 9, — 6) 

äquivalent, und es handelt sieh daher um die Auflösung der 
Gleichung 

(45) — 13«' + ISxy — 6f'= — 22. 

Wir haben zunächst diejenigen Auflösungen ku ermitteln, bei 
welchen 

y zwischen und Y22 ■. 13 ^ y'286 d. i. zwischen und lö 
und dann für jede dieser ganzen Zahlen y jedesmül der Aus- 
druck — 13a; + 9y 

zwischen 2y und 2 ■ 1/286 d, i. zwischen 2tf und 33 
enthalten ist Solcher Systeme giebt es aber nur folgende: 



für 2/ = 
1 



« = 0, - 

r>, — 

1 , 0, 
1., 

2, 1 
2, 1 



yGoosle 



für y 



Die quadvatiseheo Formen 

= G ... ,T = 3 , a 



keins 



keins . 

Von ihnen müssen zuerst diejenigen ausgeschieden werden, bei 
denen x, y einen von 1 verschiedenen groasten gemeinsamen 
Theiier haben — die bezüglichen x sind unterstrichen — , 
aber auch diejenigen Systeme, bei welchen x ungerade ist, 
denn das Bestehen der Gleichung (45) setzt offenbar x als 
gerade voraus; die ungeraden x sind doppelt unterstrichen 
worden. Von den dann noch übrig bleibenden Systemen findet 
man nur, dass die beiden 



x = %, y=\b 
die Gleichung (4ö) erfüllen. Die Congruenz 

a;^ = 3 (mod. 22) 
hat aber die beiden Wurzeln x^-\-b und x^^ — 5. Da 
für die erstere Darstellung die Congruenz 

— 13a: + 9j/ + «»/ = (mod. '22) 
die Gestalt 

19 + 5b = (mod. 22) 

annimmt, also für n = 5, für die zweite Darstellung dagegen 
die folgende Gestalt 

31 + 1ÖK = (mod. 22), 
also für «= — 5 erfüllt wird, so gehört jene Darstellung 
der Zahl —22 durch die Form (- 13, 9, - G) zur Wurzel 
5, diese zur Wurzel — 5. 
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Von hier geht man nun leicht zu den Darstellungen der 
Zahl — 22 durch die Form {2, —5, 11) Über. Denn — 13 
wurde durch diese Form mittels der Werthe « ^ 7, y = 3 
zur Wurzel 9 gehörig dargestellt, sodass die entsprechenden 
Zahlen (3, 3 durch die Gleichungen 

7d — 3ß = 1 
und 

(2« -^y)ß + (- 5« +ny)d = d 
<). i. 

,3 + 2^ = — 9 

bestimmt sind; und hieraus fliessen /3 = — ö, ^ ^ — 2. 
Nach der ersten der Formeln (44) hat man also fiif die öii.r- 
stelbng a: = 2, y = 5 der Zahl — 22 durch die Forui 
( — 13, 9, — 6) folgende Bestimmungen: 

~2J -{- ßr= 2, 7r— -dj = r>, 

l'iir die andere Darstellung x = S, !/ = 15 diese: 
— 2^ + 5r=8, 7r— 3^ = 15; 
also findet, man, jenen Darstellungen entsprechend, die Dar- 
stellungen 

J = — U, r= — 4 

_^ = — 19, r= - T) 
der Zahl —22 durch die Form (2, — 5, U), von denen die 
erste die Congruen/. 

2x — öp + rnj =~ (mod. 22), 
die andere die Congruenz 

2x — 5j/ — 5j/ EFi (mod. 22) 
befriedigt, sodass jene zur Congruenz Wurzel -(- 5, diese zur 
Wurzel — 5 gehört. Nachdem man so aus jeder der vor- 
handenen Darstellungsgruppen je eine Darstellung ermittelt 
hat, findet mau nach No. und 9 sämmtliche Darstellimgen 
der Zahl — 22 durch die Form (2, — 5, 11) mittels nach- 
stehender zwei Formeln: 

2„ _ Sä, + Jl/S -. + (2 + 4)/3) ■ (2 + y-i)' 
2» - 69 + ,1/5 - + (8 + eyS) ■ (2 + 1/3)', 
wenn k alle gauzzahligen Werthe durchläuft. 
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15. Aus dem letzten ÄequivaleHzsatze folgt sogleich der 
neue: Zwei Formen derselben Determinante sind 
äquivalent, sobald durch jede von ihnen ein und die- 
selbe Zahl m zur selben Congruenzwurzel n gehörig 
dargestellt werden kann. Denn in diesem Falle sind 

beide Formen der dritten Form ' \m, n, ) äquivalent, 

woraus nothwendig auch ihre gegenseitige Äequivalenz her- 
vorgeht. 

Derselbe Satz gestattet auch zu entscheiden, ob 
zwei gegebene Formen (a, h, c), (a', h', c') derselben 
Determinante äquivalent sind oder nicht. Denn nach 
ihm kommt diese Frage oft'enbar auf die andere zurück, ob 
a durch (a, Ö, c) zur Wurzel h' der Congruenz x^ ^^ D 
(mod. a) gehörig dargestellt werden kann oder nicht; und die 
Frage nach der Darstellbarkeit einer Zahl durch eine quadra- 
tische Form ist im vorigen vollständig gelöst worden. 

Wir beschiiessen nun die Betrachtungen über die Aequi- 
valenz der Formen mit dem Nachweise, dass die rein arith- 
metische Definition der Aequivalenz, die wir gegeben 
haben, auch durch eine algebraische ersetzt werden kann. 
Damit nämlich die beiden Formen (a, h, c) und (m, n, m^) 
äquivalent sind, ist die nothweadige und hinreichende Be- 
dingung, dass die Zahl m durch (a, b, c) zur Wurzel n ge- 
hörig darstellbar ist, und diese Bedingung findet ihren Aus- 
druck in den Gleichungen (38): 

m = d«^ + 2bay -j- cy' 
n = {acc+by)ß-{-{ha + CY)S 
mi='aß^-\-2bßd -\-cd^ 
ad - ßy=^ i. 
Multiplicirt man nun die drei ersten Gleichungen mit cc''', 
2xy, y^ vesp. und addirt, so kommt 

mx^ + 2nxi/ + m^if^ 
= a{ax + ßyf + 2h{tcx + ßy) {yx + Sy) -f c{yx -f Sy)\ 
d. h., wenn die Form (a, h, c) der Form (m, n, «%) äquivalent 
ist^ so geht sie in dieselbe über, wenn man die Unbestimmten 
X, y durch 
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ersetzt, wir -wollen kurz sagen: dm-ch lüo Substitution 

(;:0. 

Umgekehrt, weun durch eine Substitution dieser Art, 
deren Elemente durch die Gleichung 

»« - (!r = 1 

mit einander verbunden sind, {a, b, c) in (m, n, m,) trans- 
formirt werden kann, so sind beide Formen einander äqui- 
valent; denn aus der obigen Gleichung, wenn sie stattfindet, 
schliesst man durch Vergleichung der Coefficienten von x'% 
2xy, y^ auf ihren beiden Seiten sofort wieder die Glei- 
chungen (38). 

Hiernach kann als die nothwendige und hin- 
reichende algebraische Bedingung für die Äequivalenz 
zweier Formen die Bedingung ausgesprochen werden, 
dass eine in die andere durch eine Substitution 



[r, äj 



tranaformirt werden kann, deren Coeffi- 



;ienten der Gleichung 

«tf — ßy^l 
Genüge leisten. 

Nach den Gleichungen (38) liefert jede zu n gehörige 
Darstellung ix, y der Zahl m durch die Form («, b, c) eine 

Transformation t , I der letztern in die Form (m, n, ni,). 

\r, sj 

Aber auch umgekehrt erhält man ans jeder solchen Trans- 
formation eine Darstellung von m durch («, h, c), welche zur 
Wurzel n gehört, wenn man als darstellende Wei-the den 
ersten und dritten der Substitutio na coefficienten nimmt; und 
daher liefern nothwendig alle jene Darstellungen auch 
sämmtliche solche Transformationen. Da man nun im vor- 
hergehenden alle Darstellungen einer Zahl durch eine gegebene 
Form, welche derselben Darstellungsgruppe angehören, aus 
einer einzigen von ihnen zu finden gelernt hat, so wird man 
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unter der Voraussetzung, dass man eine solclie keimt, 
oder, was dasselbe ist, dass man eine Transformation 
von (a, b, c) in (m, n, b»j) gefuüden hat, daraus alle 
übrigen Transformationeu ableiten können. Sind n'äm- 
lieli a, y; a, y zwei zu derselben Wurzel gehörige Darstel- 
lungen, so sind diese durch die Gleichung 

tttt'+6y'+y']/S = (a« + &5' + j'|/;Ö).(i + M'|/5), 
in welcher t, n eine Losung der Peli'schen Gleichung be- 
zeichnen, mit einander verbunden. Daraus folgen jedoch diese 
anderen: 

aa -\- hy'^ (aa + by)i -\- Dyu 

y'==yt + {aa + by)u 
und also 

»'_«!- (6« + «);),.. 

Sind dann ß, ö; ß', S' die zugehörigen Lösungen der beiden 
Gleichungen 

ad— ßy-== 1, a'ä'~ß'y-= 1, 
SO werden die Werthe ß', ö' erhalten durch Auflösung der 
beiden folgenden Gleichungen: 

während 

(47) (,.« + !.,)() + (6. + ort«-., 

ist. Durch Elimination von d' aus (46) findet man 
mß'=^ na'- — (6k'-|- cy') 

= («« - 1„ - cr)(- [«(6« + er) - /)«]». 

Schreibt man den Coeffieienten von t in der form: 

„„_(6„ + tj,)(««-W 
unil setzt für n seinen obigen Werth (47), so findet man für 
den eben geschriebenen Ausdruck ohne Mühe den Werth mß. 
Dem Coeffieienten Ton ti dagegen kann man die Gestalt gehen: 

& (na — ba — cy) + ciny + et« + by), 
in welcher der Paktor von & bereits gleich mß gefunden 
worden ist, der Faktor von c aber sich auf analoge Weise 
gleich mS ergiebt. Also ist der Coefficient von u gleich 
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mßb-\-mSc, 
woraus man endlieh findet 

ß'^ßt-^(bß + cd)u. 
Von neuem ausgehend von den Gleichungen (46), um aus 
ihnen jetzt ß' au eliminiren und dann ganz analog zu ver- 
fahren, wie soeben geschah, erhält man 
d'=et-\-(aß~\rhd)ti. 
Demnach gewinnt man aus einer Transformation 

/«, A 

I . I mit, der Bedingung aS — ßy^^l der Form (a, h, c) 

\y, s) 

in eine andere Form alle übrigen ähnlichen Trans- 
formationen in dieselbe Form mittels der Formeln: 
Ut - (ba + cy)n, ßi - {bß + cÖ)it\ 



indem man für t, w alle ganzzahügen Lösungen der 
Pell'schen Gleichung darin einsetzt. 

Da jede Form sich selbst äquivalent ist, kann man auch 
nach den sämmtlichen Transformationen einer Form in sich 
selbst fragen. Diese lassen sich in der That sofort aus tien 
eben angegebenen allgemeinen Formeln erhalten, wenn man 

/«. i>\ 

darin eine solche Transformation | ., 1 einführt. Nun ist 

\r, V 

aber a ^ 1, y ^ eine Darstellung der Zahl a durch {a, h, c), 
welche nach der Schlussbemerkung von No. 5 zur Wurzel h 
gehört. Setzt man daher diese Werthe in die Gleichung 

S-(oB + ir)/i + (S« + cy)ä 
ein, so findet man 

Hl -«)-»(!; 

andererseits giebt die Gleichung 

„« — (Sy_l 
für K= 1, y ^ den Werth d ^ 1 , wonach endlich aus der 



vorigen Ueziehüng (j ^ hervorgeht. Die Substitution 



0, 1/ 
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führt also — wie auch eogleicli klar ist — die quadratische 
Form (a, h, c) in sich seibat aber, und die allgemeine Formel 
(48) liefert nun Termittelsb dieser besonderen Transformation 
die sämmtlichen Trans form atio neu der Form {a, h, c) in sich 
selbst durch nachstehendes Schema: 

ft - lu, - ciCx 
^^') \ au, t + luj- 

16. Der Begrilf der Äequivaienz gestattet, alle eigentlich 
primitiven Formen (a, b, c) derselben Determinante 

B^b" - ac, 
deren Anzahl offenbar unendlich gross ist, in Classen zu 
theilen, indem man zwei Formen in dieselbe Clasae nimmt 
oder nicht, jenachdem sie einander äquivalent sind oder nicht, 
der Art, daas eine bestimmte Form niemals in zwei verschie- 
denen Classen zugleich befindlich sein kann. Hier ist es nun 
von wesentlichem Interesse, zu untersuchen, ob die An- 
zahl dieser Classen äquivalenter Formen derselben 
Determinante endlich ist oder nicht. Der Nachweis, 
daas sie endlich ist, kann folgendermasaen erbracht 
werden. 

Handelt es sich zunächst um Formen von negativer 
Determinante JJ == — z/, so kann man sich auf die posi- 
tiven Formen derselben beschränken, da jeder positiven Form 
(a, h, c) die negative Form ( — a, —b, — -c) und umgekehrt, 
und demnach auch offenbar jeder Classe positiver Formen eine 
solche von negativen Formen und umgekehrt entspricht. 
Ist nun 

/■_(», 6, c) 

eine positive Form der Determinante D = — ^, so kann 
man setzen: 

«/"= {ax + byy -\- Jif. 
Da dieser Ausdruck für ganzzahlige x, y, wenn sie nicht 
beide Null sind, wesentlich positiv und ganzzahlig ist, wird 
er nothwendig für gewisse Werthe a, y von x, y einen aller- 
kleinsten Werth annehmen, welcher a ■ M heisse, sodass M 
mittels der Werthe x = a, y ^ y, welche jedenfalls relativ 
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pi-im sein werdeu, durch die Pofiii (a, b, c) eigentlich dar- 
gestellt wird. Die Wurzelü der Congruenz 

x^^D (mod. M) 
können sämmtlieh numensch kleiner (genauer: nicht grösser) 
als — vorausgesetzt werden. Nennt man daher N die Wurzel, 
zu welcher die Darstellung von M durch («, h, c) gehört, so 
kann N numerisch ^ — angenommen, und nach No. 5 können 
die Zahlen ß, d so gewählt werden, dass 

ad — ßY = l 
wird. Setzt man dann N^ — I) ^ M ■ M^, so ist die Form 
(a, h, c) der andern Form 

äquivalent, und folglich ist M auch die kleinste durch die 
letztere darstellbare Zahl. Nun ist 

M-F-(Mx+N,j)' + zl,f; 
wählt man hierin y^l, so kann, sobald IV von Null ver- 
schieden ist, X so gewählt werden, dass Mx -\- N numerisch 
kleiner wird als — ; dann wird der entsprechende Werth der 
Form F, er heisse M', der Bedingung genflgen: 

erreicht man dasselbe, indem x = 0, j/ = 1 
Da aber M^M' sein muss, findet sich umso- 



Ist .V = 


= 0, 


gesetzt 1 
mehr 


ivird. 


woraus 





.her für den i 
that: 

m<}/|. 



hervorgeht, während daher für den numerischen Werth von 
JV die üngleiiihheit statthat: 
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Wir sprechen ilies Eigebni'^ii folgender mausen aus: Jede 
(positive) Form dei Deteimmante — ^ ist einer andern 
F'oi'm dieser Determinante äquivalent, in welcher der 

erste Coeffieient kleiner als j/-^, der numerische 

Werth des zweiten kleiner als ]/y ist. Eine soJeSie 
Form soll kurz eine reducirte Form heisscn. 
Zweitens betrachten wir jetat eine E^orm 
/■=(«, h, c) 
von positiver Determinante B. In diesem Falle gehen wir 
von folgender, gleichfalls quadratischen Form ans; 

fp=^{ax-\- htjf + Dj/^ 
deren Determinante gleich — a^D, also negativ gefunden 
wii'd. Wenn daher die relativ primen Werthe x == a, y = y 
den kleinsten Werth hervorbringen, welcher durch diese 
Form darstellbar ist, so genügt derselbe, dem vorigen gemäss, 
der Ungleichheit 

(oo + 67)" + .ö-/<)/'-Y-'^, 

welcher man leicht folgende Form geben kann: 

(50) \{a<^^hy^y^/f)f^\{<l^-\'lr-yVBf<y^■'^^'-. 

Nun giebt diejenige Zerlegung einer Zahl n in zwei positive 
Summanden p, q: 

P -\-q'= n, 

bei welcher J' '= ^2 = -17 ist, dem Produkte der Summauden 

den grbssten Worth, es ist mit andern Worten stets ^Jg < ■ . ; 

denn, sind p, q nicht einander also mit — gleich, so kann 

man p = ^ +*■? 5 = 7 — ** setzen und erhält dann 

1*5 =■ X " *"* ■^ "4 ■ 

Hiernach schliessen wir aus der Ungleichheit (50), dass um- 
so mehr 
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oder 

ist. Setzt mau folglich 

an' -{- 2buy-\- cy' = M, 
so findet sich für den uiimcriaclieu Werth voii M die CJji- 
gieichheit 



=]/?. 



und man schliesst min ähuiicli wie zuvor, dass, wenn H die 
Wurzel bedeutet, zu welcher die eigentliche Darstellung der 
Zahl M durch die Form (a, &, c) gehört, und welche nume- 
risch stets kleiner als -^ gewählt werden kann, die Form 
(n, 6, c) einer Form {M, JV", M^) von denselben Eigen- 
schaften wie zuvor, d. i. einer reducirteii Form äqui- 
valent sein wird. 

Wir dürfen nicht unterlassen, hier hervorzuheben, dass 
die Definition reducirter Formen, welche wir hier gewählt 
haben, mit derjenigen, welche von Gauss, Diriehiet u. A. 
gegeben wird, und die in den Fällen einer positiven und ehier 
negativen Determinante völlig verschieden ist, sich nicht deckt; 
aber unsere Definition, die sieh vielmehr Herniite'schen 
Gesichtspunkten anschliesst (vgl. seine zahlentheoretischen 
Briefe in Crelle's Journal Bd. 40), genügt für den einzigen 
Gebrauch, den wir von den reducirten Formen zu machen 
haben, und empfiehlt sich insoweit durch ihre Gleichmäasig- 
keit und grossere Einfachheit. 

Aus dem zuvor Bewiesenen ergiebt sieh für Formen, sei 
es einer positiven, sei es einer negativen Determinante, der 
übereinstimmende Sata: In jeder Classe äquivalenter 
Formen giebt es wenigstens eine redncirte Form. 
Auch ist selbstverständlich, dass ein und dieselbe redncirte 
Foröi nicht gleichzeitig zu verschiedenen Classen gehören 
kann. Die sämmtlichen reducirten Formen vertheilen sich 
demnach in die verschiedenen Ciaseen von Formen in solcher 
Weise, dass die Anzahl der letzteren nicht grösser sein kann, 
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als die der reducirten Fonnen, imd folglich endlich sein muss_, 
wßim die Anzahl reducirter Formen nur eine endliche iat. 

Alles kommt also darauf an zu zeigen, dass ea nur eine 
endliche Menge reducirter formen giebt. Dies ist aber sehr 
einfach. Denn, da N nur eine endliehe Anzahl verschiedener 

Werthe erhalten kann, weil es numerisch kleiner als I/ + T 
ist, gilt das gleiche von if^ — D; für jeden dieser in end- 
lieher Anzahl entstehenden Werthe N^ — D giebt es aber 
auch nur eine endliche Anzahl von Zerlegungen 

N"- — I) = 3I- J/, 

in zwei Faktoren M, 31^, und daher ist die Anzahl der Fonoeri 

{M, N, M,), 

welche den Bedingungen rodneirter Formen entsprochen, erst 
recht eine endliche, weil ja für solche noch erfordert wird, 
dass der Faktor M jeuer Zerlegung numerisch nicht grösser 



als]/± 



- ist. 



Auf diesem Wege sind wir also in der That zum He- 
weise des Satzes gelangt; Die Anzahl der Classen äqui- 
valenter Formen einer gegebenen Determinante ist 
endlich. 

17. Es ist nun unzweifelhaft eine nicht nur sehr nahe 
liegende, sondern auch interessante Frage, wie gross für eine 
gegebene Determinante D die Anzahl der Classen äquivalenter 
Formen sei. Die Beantwortung dieser Frage, d. i. die Er- 
mittelung des tief verborgenen Gesetzes, nach welchem die 
Glassenanzahl abhängig ist von der Determinante, ist jedoch 
mit erhebliehen Schwierigkeiten verknüpft. Dem Genie Di- 
richlet's ist es zuerst gelungen, durch Einführung seiner 
analytischen Methoden in die Zahlentheorie diese Schwierig- 
keiten zu überwinden und den Ausdruck der Classenanzahl 
als Funktion der Determinante D aufzufinden. Darauf'hier 
einzugehen verbietet uns der Rahmen dieses^ nur den Ele- 
menten der Theorie gewidmeten Werkes, wir müssen den 
Leser also in dieser Hinsicht auf Dirichlet's bezügliche Ab- 
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haiKliuiigeii*) Oller auf seine Vorlesungen über Zalileiitheoiie, 
3. Auflage, von pag. 212 an, verweisen. 

Der Satz von der Endlichkeit der Claasenanzahl gestattet 
uns jedoch, die unendlich vielen (eigentlieh primitiven) Formen 
derselben Determinante durch eine endliche Anzahl von ihnen 
gewissermasseo zu rep^-äsentiren, ähnlich wie früher die 
unendlich vielen ganzen Zahlen, iu Bezug auf einen gegebenen 
Modul US betrachtet, durch die Glieder eines vollständigen 
Restsystems reprasentirt worden sind. Wir können näm- 
lich aus jeder Classe äquivalenter Formen ganz nach 
Belieben irgend eine Form auswählen als Repräsen- 
tanten der ganzen Clasge. Die Gesammtheit dieser Re- 
präsentanten dient alsdann, um die sämmtlichen Formen der- 
selben Determinante gewissermassen vor Augen zu stellen; 
denn sie hat die charakteristische Eigenschaft, dass jede 
(eigentlich primitive) Form der genannten Determinante einem 
und nur einem jener Eepräseutanton äquivalent ist. Man 
nennt ein solches System von repräsentirenden 
Formen ein Formensystem der gegebenen Deter- 
minante, Am einfachsten wird es sein, um ein Formen- 
system zu erhalten, zuerst alle reducirten Formen der ge- 
gebenen Determinante aufzustellen, darauf zu untersuchen — 
was nach der im Anfang von No. 15 angezeigten Methode 
geschehen kann — , welche von den reducirten Formen ein- 
ander äquivalent sind, und endlich von allen einander äqui- 
valent befundeneu immer nur eine einzige Form beizubehalten. 
Die so übrig bleibenden Formen (soweit sie eigentlich primitiv 
sind) bilden dann nothwendigei-weise ein Pormensystem. 

Verfahren wir auf solche Weise z. B. im Falle, wo 
D ^ + 5 ist. Hier erhält man für die reducirten Formeji 
die beiden Bedingungen: 

[M}<y^^- d.i. <2, m<|/| d.i, <]. 

N gestattet also nur die Werthe N=() oder N= + li dem 
ersteren entsprechend wird 

*) Reuherches aur diverees applii^ationa clo l'analyae inlitiit^sinialc 
;Ua ihöone des iiombrea, in Grelle' sJ- f. d. r, ii, a, Math., Bd- 19 u. Ml. 
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:v^-D= -5 

und hieraus entspringen die reducirten Foruien: 

(51) (1, 0, - 5), (- 1, 0, 5); 

den Wertlien J^ = + 1 entspricht 

jp — D^ — i 

und hieraus entspringen die reducirteu Formen: 
(1. ±^> —4), (- 1, ±1, 4) 
(2, ±1, - 2), (—2, +1, 2), 

von welchen die in zweiter Reihe stehenden, als uneigeutlich 

primitiv, bei unserer Betrachtung; die sich auf eigentlich 

primitive Formen beschränkte, weggelassen werden müssen. 

Da man ferner setzen kann: 

x^ + 2«!f — if = {x + yf — bif 
--x^± 2xy + if {x + yf + bf, 

so geht oifenbar die Form (1, 0, — 5) durch die Subatitution 

A, + l\ 

I I in die Form (1, + J, ^4), inid die Form 

/i, +i\ 

( — I, 0, 5) durch die Substitution 1 I in die andere 

Form ( — i, + 1, 4) über, und folglich sind jene zwei unter 
sich und diese zwei unter einander äquivalent. Man hat dem- 
nach nur noch die zwei Formen (51) beizubehalten, überzeugt 
sich aber folgendermassen, dass auch sie einander äquivalent 
sind. Offenbar wird die Zahl 5 durch die Form (1, 0, — 5) 
mittels der Werthe « ?= 5, y = 2 dargestellt; wählt man so- 
dann (5 = 2, 5 = 1, so ist ad — ßy = 1, und jene Form 

geht durch die Substitution ( I, wie leicht zu bestätigen, 

über in die Form (5, 0, — 1) und ist daher dieser Form 
äquivalent, welche aber ihrerseits nach dem ersten Satae in 
No. 13 der Form ( — 1, 0, 5) äquivalent ist. So findet sich 
schliesslich das Endergebnissr alle eigentlich primitiven Formen 
der Determinante 5 «ind der Form (1, 0, — 5) äquivalent, 
und demnach besieht das Formensjatem der Determinante 5 
aus der einaigen Form 

(1, 0, ~ 6). 
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18. Wif haben bis hierher immer üur von den Dar- 
stellungen einer Zahl m durch eine bestimmte Form der 
Determinante D gehandelt. IVagen wir nun nach allen ihren 
Darateilungen durch die eigentlich primitiven Formen von der 
Determinante D überhaupt. Offenbar würde es unmöglich 
sein, eine erschöpfende Antwort auf diese Frage zu geben, 
wenn sie in dem Sinne gefasst würde, dasa man die Dar- 
stellungen von m durch alle jene unendlich vielen Formen an- 
geben solle, da deren Menge, wenn überhaupt Darstellungen 
vorhanden sind, ebenfalls unendlich gross und in keine all- 
gemeine Formel zusanimenfaasbar wäre. Da jedoch ans den 
Darstellungen einer Zahl durch eine bestimmte Form stets 
ohne Schwierigkeit nach den oben angegebenen Methoden ihre 
Darstellungen durch jede andere äquivalente Form gefunden 
werden können, so genügt es offenbar und hat nur ein Inter- 
esse, diejenigen Darstellungen zu finden, deren die Zahl m 
durch die Formen eines Formensyatema der Determinante 
D fähig ist. Diese also wollen wir versuchen zu bestimmen, 
beschränken uns aber dabei der Einfachheit wegen auf den 
Fall, wo m relative Primzahl gegen 2D ist. 

Wir hatten nun in No. 5 eine Bedingung aufgestellt, 
welche nothwendig erfüllt sein mnas, wenn m durch eine 
Form von der Determinante D darstellbar sein soll, von der 
aber schon damals ausdrücklich gesagt worden ist, dasa sie 
nicht hinreiche, um die Dar stell barkeit von m durch eine 
gegebene Form jener Determinante zu sichern. Dies war 
die Bedingung, dass D quadratischer Reat von m sein müsse. 
Handelt es sich dagegen um die möglichen Darstellungen von 
m durch das Formensjstem, so wird sogleich erhellen, dass, 
wenn jene nothweudige Bedingung erfüllt ist, unbedingt 
auch Darstellungen der Zahl m durch irgendweiche Formen 
des Systems vorhanden sind, dass also in diesem Sinne ge- 
nommen jene Bedingung auch ausreicht. 

Seien nämlich 
(52) (a, 6, o), («', h', c), (a", V, o"), . . . 

die sämmtlichen eigentlich primitiven Formen eines Formen- 
aystema der Determinante D, und D quadratischer Kest 
(mod. m); dann hat die Coiigroeiiz 
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(53) y? = D {mod. m) 

eine gewisse Anzahl von Wurzeln, welche iu dem Met voraua- 
gesetzten Falle, wo m zu 2Z) priin ist, uach den Sätzen iu 
No. 4 dea dritten Abschnitts bestimmt werden kann, nämlich 
gleich 2* ist, wenn m aus Ic verschiedenen Primfaktoren zu- 
; ist; wir nennen ihre verschiedenen Wurzeln 



Setzen wir, ihnen resp. entsprechend, 

«^ — D ^ ninii, n'^ — D ^ mmi, n"^ — J) = mmi' , . . ., 

so sind die Formen 

(54) (in, n, m^), (m, n', m'i), (m, n", in'i), . . . 

Formen der Determinante D, welche, wie leicht zu übersehen 

ist, eigentlich primitiv sind; und demnach giebt es in der 

That eigentlich primitive Formen dieser Determinante, durch 

welche die Zahl m eigentlich darstellbar ist, denn offenbar 

ist m durch die erste jener Formen zur Wurzel n, durch die 

zweite zur Wurzel n gehörig u. s. w. darstellbar mittels der 

Werthe 1, der Unbestimmten. 

Hiernach giebt es also auch im Formensystem (52) eine 
oder mehrere Formen, durch welche m darstellbsir ist, und es 
giebt in ihm z. B. eine ganz bestimmte Form, durch welche 
m zur Wurzel n gehörig dargestellt werden kann, weil die 
Form (m, m, mj nothweudig mit einer bestimmten Form des 
Formensystems (52) äquivalent sein muss. Die Entscheidung, 
welche dieser Formen das sei, und die sämmtliehen zur Wurzel 
n gehörigen Darstellungen der Zahl m durch diese letztere 
lassen sieh nach unserer oben entwickelten Darstellungstheorie 
gewinnen. Die gleiche Untersuchung kann nun bezüglich 
jeder der Formen (54) durchgeführt werden, wobei es sieh 
ereignen kann, dass mehrere dieser Formen ein und derselben 
der Formen (52) äquivalent befunden werden, sodass dann m 
mehrere zu verschiedenen Congruenz würz ein gehörige Gruppen 
von Darstellungen durch diese letztere gestattet. Auf solche 
Weise findet man aber mit Nothwendigkeit alle D ar stell ongen, 
deren die Zahl m durch die Formen (52) fähig ist, d. i. die 
sämmtliehen Darstellungen der Zahl m durch das Formen- 
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System, Denn jede solche Darstellung gehört uothweiidig zu 
einer der Wurzeln der Congruenz (53); gehört sie z. B. zur 
Wurzel n, so würde diejenige der Formen (52), durch welche 
m zu n gehörig darstellbar ist, die mit der Form (m, n, «%) 
äquivalente sein, und daher jene Darstellung in einer der 
durch das vorige ermittelten Darstellungsgruppen bereits, wie 
behauptet, sich vorfinden. 

19, Zur Erläuterung des Gesagten suchen wir a-lle eigent- 
lichen Darstellungen der Zahl m = 5525 durch die (positiven) 
Formen der Determinante D = — 1. Welches ist in diesem 
Falle das Formensystem? Die reducirten Formen liefern die 
Bedingungen 

M<y^ d.i, M^i 

und 

[JV]<j/| d.h, JV=0; 

folglich N^ — D = 1 und M = 1, Jf^ = 1; die einzige ro- 
ducirte Form ist demnach in diesem Falle die Form 
(66) (1, 0, 1) - i' + f 

und sie repräsentirt das ganze Formensystem, Die Auflösung 
der Oongruenz 

(56) x^=~l (mod. 552.5) 

aber kommt, da 5Ö25 = 25-13-17 ist, auf die drei ein- 
facheren Congrueuzen 

a^E=— 1 (mod.25), a:^ = — 1 (mod. 13), x^ = — 1 (mod. 17) 
zurück, als deren Wurzeln man leicht findet: 
3;= + 7 (mod. 25), a; = + 5 (mod. 13), 9: = + 4 (mod. 17). 
Bestimmt mau nun drei Hilfszahlen r, s, t durch die Be- 
dingungen 

r~i (mod. 25), *• ^-: (mod. 13), r =^ (mod. 17) 
s = s = 1 NEr-^.0 

t = () tiE^O /,^A 

so findet man z. B. 

r = 1320, s = 127Ö, ( = 2925, 
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und folglich giebt uns die Formel 

X r^ 1326« + 1275,3 + 2925y (mod. 5Ö25) 
die säuimtliclieu Wurzeln der Coagmenz (66), wenu statt 
a, ß, y nach einander + 7, +5, +4 gesetzt werden. Man 
findet 

mr<x = l, ß= 5, 7= 4 x^~ 268 
a = l, ß=-. r,, y-= ~4 x~-~ 1568 

K = 7, ,5 = 5, 7 = 4 x=— 1968 

cc = l, /3= — 5, y = — 4 3^= 2257, 
während die Coiubinationen mit entgegengesetzten "Vorzeichen 
die vier Wurzeln 

X = 268, X = 1Ö68 , X = 1968, x=~ 2257 
ergeben. Diesen acht Congruenzwurzeln würden mm ebenso- 
viel Formen (54), nämlich die folgenden: 

(5525, + 268, 13) 

(5525, + 1568, 445) 

(5525, + 1968, 701) 

(5525, +2257, 922) 
entsprechen. Da hier das Formensystem nur aus einer ein- 
zigen Form besteht, so ist die Frage nach der Äequivalenz 
überflüssig: alle diese acht Formen sind der Form x^ -f" V^ 
äquivalent, und es handelt sich hier lediglich darum, je eine 
üarstellung der Zahl 5525 durch die Form x^ + y^ zu finden, 
welche zu jeder einzelnen der acht Wurzeln gehört. Eine 
solche könnte nach Ende von No. 7 gefunden und die zu- 
gehörige Darstellungsgruppe, welche vier Glieder umfasst, 
daraus sofort abgeleitet werden; im Ganzen fanden sieh daher 
8 ■ 4 ^ 32 Darstellungen. Doch wollen wir hier, um diese 
zu finden, einen andern Weg einschlagen, der durch die be- 
sondere Natur der Form x^ -\- y^ augezeigt wird. In An- 
wendung der Gleichung (F) in No. 6 auf unsere Form ergiebt 
sich folgende Gleichheit: 

(57) {x^ + y^ ■ (x'^ + y'^) = {xx' + yy"f + {xy' — x'yf, 
aus welcher wir schliessen, dass, wenn wir die Gleichungen 

(58) x^-\-y^ = Ä, x'^ + y'^ = B 
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einzeln gelöst haben, wir daraus auch eine Lösung der 
Gleiehnug 

x'"' ~\- y"^ = Ä-'ß 

ableiten können. Und zwar werden x", y" ohne gemein- 
samen Theiler sein, sobald A, B es .sind und die Darstel- 
lungen (58) dieser Zahlen in der Form (1, 0, l) eigentliche 
Darstellungen sind; weil, wenn x", y" irgend einen gemein- 
samen Primtheiler ß hätten, ans den Congruenzen 
xx' -\- yy'^ 0, xy' — x'y ^ (mod. jj) 
sich leicht sowolil diese: 

x{x'^ 4- y"^) = 0, y(x'^ -f y'^) = 0, 
welche lehren, dass p ein Primtheiler von B, als auch die 
folgenden sich ergäben: 

x'(x^ + y^) --= 0, y'(x^ + y^) = 0, 
welche lehren, dasa p auch ein Theiler von A sein müaste. 
Suchen wir hiernach zuerst die eigentlichen Darstellungen 
von 25 durch die Form x^ -{- y"; man findet deren acht, da 
die Congruenz 

.^'^ 1^.-1 (mod. 25) 
zwei Wurzeln hat, zu jeder Wurzel oder Darstell uugsgruppe 
aber vier Darstellungen gehören; sie sind die folgenden: 
x = + 3, y = +i 
x=^±4, )/== + 3. 
Desgleichen sind die (eigentlichen) Darstellungen der Zahl l'd 
durch die Form x'^ -\- y'^ die folgenden; 
a;'=-f2, 3/'= + 3 
a;'= + 3, y'=±_2. 
Hieraus schliesst man nach der Formel (57) die folgenden 
16 verschiedenen eigentlichen Darstellungen der Zahl 25 ■ 13 
durch die Form x} -\- y^'- 

a:=+ 1, ?/ = 4-18 
iK = + 18, y = + 1 
x = ± 6, J/ = + 17 
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Da weiter vier (eigentliche) Darstellungen der Zalil 17 durch 
die Form x'^ -|- y'^ gefunden werden, nämlich 

^'^ + 4, ?/'= + l, 

so liefert uns nun die Formel (57) die säramtlichen 32 eigout- 

liehen DarsteHuagen der Zahl 5525 durch die Form (1, 0, 1), 
nämlich: 

3:= + 22, j/= + 71; x = ±'Il, y = + 22 
a; = + 14, )/ = + 73; ,T = + 73, y = ± 14 
x = ± 7, j/ = + 74; « = + 74, «/ = + 7 
a; = + 41, i/ = + 62; a: = + 62, »/ = + 41. 

Der Vollständigkeit wegen haben wir noch anzugeben, zu 
welcher der acht Wurzeln der Congruenz (56) jede dieser 39 
Darstellungen gehört. Um diese zu bestimmen, bedienen wir 
uns der allgemeinen Formel (13): 

a« + öy + «j/ ?^0 (mod. m), 
welche hier die einfachere Gestalt annimmt: 

ny^ — a (mod, m). 
Bemerken wir zunächst, dass sie ungeaadert bleibt, wenn k, y 
beide negativ genommen werden, so folgt daraus, dass c, y 
und — «, — y zu derselben Wurzel gehören. Multiplicirt 
man aber die Congruenz mit n und beachtet, dass v^ ^Ei — 1 
(mod. m) ist, so nimmt sie die Gestalt 

an und lehrt, einerseits, dass jene Congruenz für dasselbe n 
giltig bleibt, wenn a, y in ^ y, a verwandelt werden, d. h, 
dass — 7, K und auch 7, — « zur Wurzel n gehören; anderer- 
seits, dass 

— M ■ « ^E — y (mod. ftj) 

ist, und dass folglich y,o.\ — y, — cc und auch — k, 7; «, — y 
zur Wurzel — n gehören. Diese Resultate stimmen völlig 
überein mit den Folgerungen aus den Lösungen der Feil- 
schen Gleichung. Hiernach lässt sich folgende Tabelle auf- 
stellen: 

Eathmaim, UfG KleraMit<.> .lei Zahlen tliem-ic. 15 
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E. 


ae 


öreu 




zur 


x = 


22, 


s — 


71 


3! — — 71, 


;/ — 


22 


x~ 


-22, 


y— 


-71 


X— 71, 


» — 


-22 


X — 


'1, 


J- 


22 


»—-22, 


» — 


71 


x^ 


-11, 


t~- 


-22 


I— 22, 


1/ — 


-71 


x = 


14, 


V — 


73 


X 73, 


.9 = 


14 


x = 


-14, 


y — - 


-73 


»— 73, 


!/ — 


-14 


X — 


73, 


y= 


14 


» — —14, 


*/ = 


73 


1= 


-73, 




-14 


»— 14, 




-73 


X — 


74 


» — - 74, 


7 


x-= 


- 7, 


(,=.- 


-74 


»= 74, 


y_ 


- 7 


X — 


'4, 


y— 


7 


»— — 7, 


y = 


74 


ic = 


-74, 


»— - 


- 7 


»- 7, 


s- 


-74 


X — 


41, 


S' = 


62; 


» — — 62, 


1/ = 


41 


X — 


-41, 


</ — ~ 


-62 


»- 62, 


» = 


-41 


X — 


62, 


»— 


41 


a:--41. 


» — 


62 


x = 


-62, 


y- 


-41 


X— 41, 


y — 


-62 



Hiermit aber ist unsere Aufgabe vollständig gelöst 

20. Wir wollen jedoch an der besonders einfachen qua.- 
dratischen Form x^ -\- y^ auch eiumal auf die Betrachtung 
der uneigentlichen Darstellungen eingehen, fragen also unter 
der Voraussetzung, daas — 1 quadratischer Rest ist von m, 
nach denjenigen Lösungen der Gleichung 

(59) x' + f^ m, 

bei welchen x, y einen gemeinsamen Theiler haben. Ist dieser 
d, so muss m durch rf^ theilbar sein, also m = tn'- ä^-^ und 
umgekehrt, wenn 

(60) x"' + y"^ = m' 

ist, so ist für x =^ dx', y = dy' die Gleichung (59) erfüllt. 
Jeder Darstellung der Zahl m mittels solcher Werthe o), y, 
welche d zum grössten gemeinsamen Theiler haben, entspricht 
daher eine eigentliche Darstellung von m', und umgekehrt. 
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Dalier wird man alle Lösungen der Gleichung (59), auch 
diejenigen in relativ primen Werthen z, y, erbalten, wenn 
man für alle quadratischen Theiler <P, inclusive der Einheit, 
die Gtleicliung (60) bildet und in relativ primen Werthen 



Setzt man nvm, indem wir wieder m als ungerade vor- 
aussetzen, in Primfaktoren zerlegt 

ffi = p^' • p^ ■ ■ ■ t}"/- , 
so hat jeder quadratische Theiler von m die Form: 

und folglich ist allgemein 

worin /3; durch die Bedingungen < 2(Si <; k,- beschränkt ist. 
Nennt man S;-; die gröeste gerade Zahl, welche «^ nicht über- 
steigt, so erhält man alle diese Zahlen offenbar durch Ent- 
wicklung des Produkts; 

m{\ +4 + --- + 47V'- f' + ^. + -- + -tVV 

Nun hat die Congruenz 

x^'^^ — 1 (mod. m"), 
welche nach der über m gemachten Annahme auflösbar ist, 
bekanntlieh 2^ Wurzeln, wenn X die AnKahl der verschiedenen 
Primfaktoren ist, ans denen sich m' zusammensetzt; und da 
jeder Wurzel vier eigentliche Darstellungen entsprechen, so ist 
die Anzahl der eigentlichen Darstellungen von m durch die 
Gleichung (60) gleich 4 ■ 2^. Hierbei ist aber offenbar l = ■x,, 
sobald keine der Zahlen 2^; ihren grössten Werth 2]/; er- 
reicht hat; wenn dies letztere aber für einen oder mehrere 
jener Exponenten der Fall ist, so wird A = k — ;t sein, wenn 
es ftmal geschieht, dass das entsprechende k; gerade ist; denn, 
wenn 2jSi in einem solchen Falle sein Maximum Sy^ = ß,- er- 
reicht, so kommt der Frimfaktor j); in m nicht mehr vor. 
Betrachten wir hiernach folgendes Produkt: 

4,„.(2 4- \-^..-^y-i\ ,,.(-2 + -^^ + ...+ >\ 
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in wülchem iillgemeiu 

T; = 2, weiiu ui ungerade, 

T; = 1, wenn «; gerade 
ist, gesetzt werden soll, so erkennt man leicht, dass das all- 
gemeine Glied in der Entwicklung des Produktes gleich 

4 ■ 2'- ■ m 
sein, also jede der Zahlen m' multiplicirt in die An- 
zahl ihrer eigentlichen Darstellungen durch die Form 
x"'' -j- y'^- erhalten werden wird. 

Von der Anzahl der Darstellungen kann man die der 
Zerlegungen der Zahl m' in eine Summe zweier relativ 
primer Quadratzahlen unterscheiden, indem es bei den 
letzteren offenbar gleichgiltig ist, oh das eine der beiden 
Quadrate an erster oder an zweiter Stelle steht und umgekehrt 
das andere, anch ob die Zahlen x', y' positiv oder negativ 
sind; es entspricht daher je acht Darstellungen von 
m' durch die Gleichung (60) immer nur eine solche 
Zerlegung. Ausgenommen wäre allein die Zahl m'= 1, f'iir 
welche man nur vier Darstellungen hat: a''= + '-j !/' = ^ 
und x'=Q, !/'= + !» welche eine Zerlegung repräsentireii. 
Entwickelt man demnach das Produkt: 

(61) f (2+ *- + ■■ +-fe)--(2 + 4 + '"+-J^). 

SO wird jedes Glied der Entwicklung eine der Zahlen m' 
multiplicirt iu die Anzahl ihrer Zerlegungen in die 
Summe zweier relativ primen Quadratzahien; nur in 
dem Falle, wo m seihst eine Quadratzahl, also alle K; gerade 
sind, sich unter den Zahlen m' demnach auch als letzte Zahl 
die Einheit findet, würde das letzte Glied der Entwicklung 



d.i. gleich der Zahl »k'= 1 nur mit der halben Anzahl ihrer 
Zerlegungen multiplicirt ergeben. 

Wenn demnach jetzt im Produkte (Gl) die Primzahlen 
sämmtlieh durch 1 ersetzt werden, so giebt seine Entwicklung 
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nur die Summe der Coefficieuten, d, i. die Änaahl der Zer- 
legungen sämmtlicher Zahlen m' oder auch die Anzahl N 
aller Zerlegungen der Zahl m in die Summe zweier 
Quadratzahlen, seien letztere relativ prim oder nicht; 
wobei indessen, der zuletat gemachten Bemeriiung wegen, noch 
-^ zu addiren ist in dem Falle, wo m selbst eine Quadratziihl 
bedeutet. Man findet auf solche Weise, wenn ^ = ö" oder 
s = gesetzt wird, jenachdem m eine Quadratzahl ist oder 
nicht, 

»" - i [(2y, + »,) (2,, + r,) ■ . . (2r, + .,)] + 5. 

Da aber sowohl, wenn k; ungerade, also 27,-^«; — 1 und 
T; = 2 ist, als auch, wenn a, gerade, also 2^; = cc,-. und 
Tv = 1 iat, 2y,- -\- ti =^ ai -\- 1 gefunden wird, kann mau noch 
einfacher schreiben; 

(62) jy_i(„, + !)(„, + !)...(„. + !) + (. 

Man kann diese Formel folgend er massen aussprechen: Die 
Anzahl der Zerlegungen von m in die Summe zweier 
Quadratzahleu ist halb so gross, als die Anzahl ihrer 
Theiler resp. als die um 1 vermehrte Anzahl ihrer 
Theiler, jenachdem tn keine Quadratzahl oder eine 
Quadratzahl ist. 

Nach dieser Formel gestattet z. B. die Zahl 
5525 = 5^- 13^- 17' 
sechs Zerlegungen in die Summe zweier Quadratzahleu, von 
denen uns diejenigen in zwei relativ prime Quadratzahleu be- 
reits bekannt sind, nämlich: 

22^ 4- ^l^ 14' + 73*^, 7^ + 74^ 41^ + 62^ 
um auch die andern zu finden, bedarf es nur der Aufsuchung 
einer eigentlichen Darstellung der Zahl 13 ■ 17 durch die 
Form (1, 0, 1), was nach (57) sofort gelingt, wenn man be- 
merkt, dasa X ^2, ^ ^ 3 eine eigentliche Auflösung der 
Gleichung 

x^ -{- y^ ^= \S, 

x' = 1, j/'= 4 eine solche der Gleichung 
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ist; hieraus findet sich tlanü x"=li, y"= 5, also 

(14-5)^ + (5-5)^ = 13- 17 .5'^ 
oder die im eigentliche Zerlegung 

70^ + 25"^ = 5525; 
vertauscht iimii 2, 3, setzt also a; = 3, y/ = 2, su fiiiilet sich 
ebenso a:"= 11, )/"= 10 und daraus dia zweite uneigeiitliche 
Zerlegung 

55^ + 50^ = 5525. 
21. Wenn m = p eine Primzahl von der Form 
4w -j- 1 ist, so gestattet eine solche, da ■- 1 qu;idrii- 
tiseher Rest von^ ist, Darstellungen durch cfie Form 
(1, 0, 1), und sie gestattet nach der allgemeinen 
Formel (62) nur eine einzige Zerlegung in die Summe 
zweier Quadratzahlen. Zum Schlüsse dieser apeciellen Be- 
trachtungen Über die ausgezeichnete quadratische Form x^ + y^ 
wollen wir von diesem letztern Satze einen sehr einfachen 
Beweis*) hier anfügen. 

Da — 1 quadratischer ßest jeder Primzahl p == 4)( + 5 
ist, so giebt es eine ganze Zahl q, für welche 

q^^ — l (mod.jp) 
ist. Nun kann man anf unzählige Arten zwei ganze durch p 
nicht theilhare Zahlen x, y so wählen, dass die Congruenz 

a; + 3j/ ^ (mod. p) 
erfüllt wird, und da alsdann 

{x + qy) {x - qy) = x^ - i/y' 
durch p theilbar ist, findet sich wegen q^ =:■ — 1 die folgende 
Congruenz: 

^a _j_ yü ^ Q (xaod.p), 

d. h. die Gleichung 

(63) x} + if=p-M, 

worin 31 eine positive ganze Zahl ist. Die Zahlen x, y 

*) Vgl. LegtiBflre, essai sur la thi5orio dos Dombros, 2. Edition, 
p. 175. 
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können iiadem so gewählt werden, dass -M < f- ist. Dean, 
sind x , y' irgendwelclie durch p nicht theilbare Zahlen, 
für welche x'^ ~\~ y'^ ein Vielfaches von p ist, so isfa auch 
der Ausdruck 

(x'—hpf + ()/'" kpf, 
welche ganze Zahlen unter h, k auch verstanden werden; 
keine der Differenzen x = x' — hp, )/ = «/'— hp kann durch 
p theilbar sein, weil x', y' als nicht durch p theilbar voraus- 
gesetzt sind; dagegen können h, Tc so gewählt werden, dass 
jene Differenzen numerisch kleiner als ~, der Ausdruck mit- 
hin positiv und kleiner als y wird; d. li. es giebt ganze durch 
P nicht theilbare Zahlen x, y, für welche eine Gleichung (63) 
besteht, in welcher die positive Zahl M<^ ist. Unter allen 
solchen Werthsystemen denken wir uns nun dasjenige System 
X, y, für welches M den allerkleinsten positiven Werth 
erhält; jedenfalls ist er < |-, und wir wollen beweisen, dasa er 

M= 1 
ist. 

Aus (63) folgt, dass, eben wie x^ -\- y*, so auch der fol- 
gende Ausdruck 

{x — aMf + (y — hMf 
durch M theilbar ist, welche ganze Zahlen auch unter u, b 
verstäniien werden. Durch passende Wahl von a, h können 
aber die Differenzen 

X ~ aM, y — OM, 
wenn J'/> 1 ist, numerisch kleiner gemacht werden als - , 
und wenn dann 

(64) (x - aMf + (y ~ bM)" = M ■ M' 

gesetzt wird, so ist sicher M' < M, zugleich aber auch wesent- 
lich positiv; denn, wäre J(/'= 0, so folgte x •= a'M, y = bM, 
also nach (63) 

{a^ + b^)M=p, 

was nicht möglich ist, da M zugleich grosser als 1 und kleiner 
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als ^ vorausgesetzt ist. Die Multipükutiou der Gleichungen 
(63) und (64) liefert mmmehr nach dev Formel (57) die fol- 
gende: 
[x(x - aM) + y(y- hM)Y + [x{y - IM) -^ y{c,-a3I)]' 

welcher man mit llücksicht auf (63) auch die Form 

{p — ax — 'byf -\- (ay — hxf =^p- M' 
geben kann. Da M''CM<:^^, können die Zahlen, deren 
Quadrate links stehen, nicht durch p theübar sein, und somit 
hätte man eine der Gleichung (63) analoge Gleichung erhalten, 
in welcher, der Bedeutung des Zeichens M zuwider, M'<. M ist. 
Aus diesem Widerspruch folgt nothwendig für M der 
Wertli 1, nud daraus zunächst die Möglichkeit der Glei- 
chung 

X^ + if =p. 

In jeder solchen Gleichung muss nun offenbar eins der 
Quadrate — es sei x^ — ungerade, das andere — also 1/ — 
gerade sein. Gabe es eine zweite Zerlegung 

a;'2 4. y"i =. p^ 

worin x"' ungerade, y'^ gerade sei, so schlösse man ans beiden 

Gleichungen leicht die drei folgenden: 

p^ = (xx'+ yy'y + (xy'~ x'i/f 
y = (xx'— yy'f -f- {xy' -f x'yf 

pin'^ — y^) = {xy'-h^'y) W— ^'y)- 

Da wegen der letzten von ihnen einer der Faktoren xy'-{-x'p, 
xy' — x'y durch p theilbar, aber, da die ungeraden Zahlen 
xx'-^yy' nicht Null sein können, nach den beiden ersten 
Gleichungen kleiner als p sein muss, so muss dieser Faktor 
gleich Null sein, was nach der letzten Gleichung sofort 

y'^ = j/^, folglich x"^ ^ x^ 
d. h. den Satz liefert, dasa es nur eine Zerlegung der 
Primzahl p in die Summe zweier Quadratzahlen giebt. 
22. Indem wir uns nunmehr wieder allgemeineren Be- 
trachtungen zuwenden, wollen wir zwei E'ormon 
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(«, t, c), (», -l,,c), 
deren äussere Coefflcienten übereinstimmen, während die 
mittleren entgegengesetzt sind, entgegengesetzte Formen 
nennen. Formen, deren mittlerer Coefficient Null ist, sind 
daher sich selbst entgegengesetzt; zu solchen zÜhlt z. B. die 
schon in mehrfacher Hinsicht hervorgehobene Form 
x^ — I>if, 
Ist nun fn irgend eine durch die Form {a, h, c) dsir- 
ateilbare Zahl und gehört ihre Darstellung zur Wurzel n der 
Oongrueuz x^ ^ D (mod. m), sodass es vier ganze Zahlen 
K, ß, y, 8 gieht, welche die folgenden Gleichungen erfüllen: 
an* -I- 2haY + cy^ ^ m 

(t8 — ßy = l, 
so wird auch 

aa"^ — 2ba'y'-{- cy"' = m 
(_au'-b/)ß'+{-ba+cy-)ö'=-n 
a'ö'— ßy= 1 
sein, wenn man setzt 

d. h. dieselbe Zahl ist dann auch einer Darstellung durch die 
entgegengesetzte Form fähig, welche zur Wurzel — n gehört. 
Nun ist aber nach No, 13 die Möglichkeit, eine Zahl m durch 
(a, h, c) zur CongruenKwarzel n gehörig darzustellen, gleich- 
bedeutend mit der Aequivalenz der Formen (a, b, c) und 
{m, n, ntj), worin 



zu setzen ist; das erhaltene Resultat lässt sich demnach auch 
so aussprechen: 

Ist die Form 

(m, n, Mj) äquiv. (n, h, c), 
so ist auch die entgegengesetzte Form 

(m, — n, m^) äquiv. («, — b, c). 
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Oder iiuch: Diu Formencliisseii, welclie diii'cli zwei 
entgegengesetzte Formen repräseiitirt werduii, siod 
einander diircliweg entgegengesetzt. 

Sind demnach zwei entgegengesetzte Formon 
(ß, &, c), (ci, — b, c) 
einander äquivalent, so ist die Classe, welciie durch 
eine von ihnen repräsentirt wird, identisch mit der 
durch die andere repräsentirten Olasse und daher 
sich selbst entgegengesetzt. Dies gilt insbesondere offen- 
bar von jeder Classe, in welcher eine sich selbst entgegen- 
gesetzte Form vorhanden ist, ■/.. B. von der Olasse, )velehe die 
Form x^ — Dy^ in sich enthält. Nach Kummer's Vorgange*) 
nennt man jede Classe dieser Art eine anibige Clasac 
(classis anceps, nach Granas). 

Damit zwei entgegengesetzte Formen 
(a, h, c), (a, - h, c) 
einander äquivalent sind, ist nothwendig und liin- 
reichend, daas a durch die Form (a, — h, c) zur Wnrzel 
h gehörig dargestellt werden kann. Es ist nothwendig, 
weil a solche Darstellung durch die erstere Form gestattet, 
sie also auch durch jede äquivalente Form gestatten muss; 
es ist auch ausreichend, weil nach No. 13 aus solcher Dar- 
stellung durch die Form (a, — 1}, c) deren Aequivalenz mit 
(a, Ö, c) folgt. 

Die Aequivalenz der beiden Formen spricht sich demnach 
in den folgenden drei Gleichungen aus; 

(65) a = {acc — hy)« — {ba — ■ cy)Y 

(66) b = (aa- hy)ß - (ba — cy)ö 

(67) aö — ßy = l, 
aus denen als vierte die Gleichung 

(68) c = aß'' — 2hßd-i-cd'' 

hervorgeht. Wird die erste dieser Gleichungen mit S, die 
zweite mit y muitiplicirt und letztere dann von der orsteren 
subtrahirt, so ergiebt sich ohne weiteres; 



*) Monatsber. d. Berl. Äktwl. vom 18. Föbr. 1858, pag. 164. 
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aö' — hy = «K — by 
und liiuriiiid 

sodass die Gleicliuiiguii (67) und (08) die Gestalt anuelimeu: 

(69) a^^ßy^l 

(70) C'=aß''—-2bßa-frca\ 

Die beiden entgegengesetzten Formen werden stets äqui- 
valent sein, so oft 2?> theilbar ist durdi a. üeim sot;it man 

2h = aß, 
so lässt eich, wenn «=ljj' = 0, i5=l gewählt wird, dieser 
Gleichung auch die Form geben: 

& = («« -by)ß^{ba^üy)d; 
diese Werthe a, ß, y, S erfüllen also die drei Gleichungen 
(65), (&&) und (67), welche die behauptete Aequivalenz kcmi- 
aeiehnen. 

Man nennt eine Form (a, &, c), in welcher 2h durch a 
theilbar ist, deshalb eine ambige Form, und es beweist 
sicli mm leicht der Satz: In jeder ambigen Classe be- 
findet sich auch eine ambige Form, 

In der That, wenn (a, h, c) der Repräsentant einer am- 
bigen Claase ist, so ist diese Form mit der entgegengesetzten 
Form (a, — 6, c) äquivalent; es bestehen mithin die Glei- 
chungen (65), (66), (69) und (70), von denen die vorletzte 
sich folgendermassen schreiben lässt: 

(71) („ + 1)(„-1)_/Jy. 

Entweder ist nun ^^ = 0; dann folgt ß = d = -h 1, also 
nach (66) 

26 = + aß 
und demnach wäre (a, b, c) selbst eine ambige Form. 

Oder ß ist gleich Nnll; dann folgt ß = rf = 4- 1, also 
aus (66) 

^h^ + cy, 
demnach wäre die Form (c, — h, a), welche mit («, 6, c) 
äquivalent ist, eine ambige Form. 

Oder ß und y sind verschieden von Null; dann folgt aus 
(71) die Gleichheit 
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Drückt — diese zwei gleichen Verhältniaae iu eiofaclister Form 
SMS, aotlass A, v relative Primzahleü sind, so findet sich 

(72) «+l=Ar, y^vr 

(73) ß^ls, n - 1 = vs, 

unter *■, s ganze Zahlen verstanden. Nun künuen '-^wei ganze 
Zahlen (*, p durch die Gleichung 

Ap — jtv = 1 
bestimmt werden; setzt man dann 

im = aX^ — 2?>Av + av^ 

(74) { 

[ )i = {al — hv) (i — (bX — cv) p , 

so besagen diese drei Gleichungen, dass die Zahl m durch 
die Form {a, — b, c) zur Wurzel n gehörig dargestellt wird 
und demnach die Form 

[m, n, —--} 
der Form («, — h, c) äquivalent ist. Es findet sich aber 

mr' = a{a -\- If - 2h(a + l)y -\- cf 
oder, vereinfacht mit Rücksicht auf (65), 

mr^ = 2(a(«4-]} — i;') 
also 

mr=^2(nX — hv)-, 
ebenso 

,„s' = „,i"-a!,/j(„-i) + o{„-i)> 

oder, vereinfacht mit Rücksicht a.uf (70), 

ms'' ='2{bß-'c(a — l)) 
also 

ms = 2(hl~cv). 

Hiernach erhalt man 



*) oder auch = -7—7, eiae Gleichheit, welche Jedocli der 

ohigen gleichgilt, da nur — « statt a steht, daa Vorzeichen von a aber 
beliebig gewählt werden kann, 
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2n ist theilbar durch m oder die Fori: 



ist eine ambige Form; da sie, wie bemerlit, mit (a, — b, c) 
äquivalent ist, so ist sie es auch mit (a, i, c) und hiermit 
ist der Satz bewiesen. 

23. Unter allen quadratischen Formen der Determinante 
J) spielt, wie schon bemerkt, die Forai 

«" ~ Vf, 
welche die Zugehörigkeit zur Determinante 1) am ersicht- 
lichsten erkennen lässt, eine besonders hervorragende Rolle. 
Wir trafen auf diese Form u. a. bei der Pell'schen Gleichung 

x'-D,'-l, 
und hatten bei dieser Gelegenheit (in No. 6) auch einer aus- 
gezeichneten Eigenschaft derselben Erwähnung zu thun, welche 
sich ausdrückte in der Formel (F) daselbst oder in dem Satze: 
Wird die Form x^ — Dp^ mit sieh selbst zusammen- 
gesetzt, so geht dieselbe Form wieder hervor. Man 
nennt nun um ihrer hervorragenden Bedeutung willen diese 
Form die Hauptform der Determinante D, und die 
Formenclasse, welcher sie angehört und als geeignetster Re- 
präsentant dient, die Hauptclasse. Der letzten Nummer 
zufolge ist die "Sunpiform sowohl, wie die Hauptciassi? 
eine ambige. 

Indem wir uns im Folgenden dazu wenden wollen, nach- 
zuweisen, wie die Gleichung (F) nur der einfachste Fall eines 
sehr allgemeinen Satzes oder die in ihr ausgesprochene Eigen- 
schaft der Hauptform nur die prägnanteste Erscheinung einer 
allgemeinen Eigenschaft der quadratischen Formen überhaupt 
ist, schicken wir zunächst noch ein paar Bemerkungen über 
die Hauptform voraus, von denen wir dabei werden Gebrauch 
zu machen haben. 

1) Nehmen wir an, mittels der Werthe x = a, j/ = ;■ 
sei m durch eine Form («, h, c) von der Determinante 1) 
eigentlich darstellbar, sodass 
(75) m = ö«^ + 2hccv -f- cf 
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ist, so gestattet bekanntlich am eine Darstellung dorch die 
Hauptform x' — Dy^ mittels der Werthu 

X = an + hf, y = r, 
denn es ist 

am = («K + byY — I) ■ ■y'^. 

Letztere Darstellung ist stets eine eigentliche, so oft 
ß und m relative Primzahlen sind; denn ein gemeinsamer 
Theiler von aa -j- bf und y müsste gemeinsamer Theiler von 
a und y und folglich nach (75) auch gemeinsamer Theiler von 
a und m sein. Die Darstellung durch die Hauptform gehört 
demnach zu einer gewissen Wurzel N der Congruenz 

x^ ^ Xf (mod. am), 
and man findet 

umsomeiir ah 



« + 65, + ]Sy :-■: fmoci. am), 



aa -\-hy -j- Ny = (mod. a) 
aa -^ by -\- Ny ^ (mod. m). 
Heiast n die Wurzel, zu weicher die Darstellung (75) gehört, 
so folgt aus diesen Congruenzen sofort 

JV"^- /i(mod.«), iViEE« (mod. )tt). 
2) Werden M, M' durch die Hauptforni eigentlicli dar- 
gestellt, indem etwa 

71/ = x^ — Bf, M'=x'^ — Dy'^ 
ist, so findet sich der Gleichung (F) zufolge 

MM'= x"^ ~ Dy"^, 
wenn gesetzt wird: 

x"=xx'+I)yy', y"=x%/+x'y. 

Jeder gemeinsame Theiler von x", y" muss sowohl 

in M, als auch in M' aufgehn. Dies zeigt sich, wie es in 

No. 19 an einem besonderen Falle gezeigt worden ist, folgender- 

massen: Jeder gemeinsame Theiler von x", y" ginge auf in 

(xx ±_Byy') ■ x — {xy +x'y) ■ Dy' -= x{x"^ — T)y'*) 
uad 

—X^^'i ^^yy) ' y'''^ (■^.v'.i: ^V) ■ ^'= + y{x^ — W^), 
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ö. h. in xM' und yM' und folglieh, da x, y relativ prim 
sind, ancli in ilf ; ebenso aber aucli iu 

x'ix^ — Dy^) und J/'(a;^ — -^J/Oj 
d. h. in x'M und y'M, und folglich, da x, y' relativ prim 
sind, auch in M. 

Sind demnach M, M' relativ prim, so ist auch die 
Darstellung von MM' in der Hauptforra eine eigent- 
liche Darstellung. 

3) Wir werden in der Folge vielfacli von den Wurzeln 
der Congruenz 

zu sprechen haben, während D stets dieselbe Determinante 
bedeutet, der Moduiua der Congruenz aber wechselt. Zur Ab- 
kürzung soll eine Wurzel n derselben, wenn m der Modulus 
ist, kurz die Wurzel (n, m) genannt werden. 

Sind m, m' zwei verschiedene Zahlen, von welchen D 
quadratischer Rest ist, sodass die Congruenzen 

x^ ^-.B (mod. m), x'^i^D (mod. m') 
möglich sind, so soll eine Wurzel (n, m) der erstem mit einer 
Wurzel (n'j m") der zweiten vereinbar*) heiaseu, wenn es 
möglich ist, eine Zahl JV so zu bestimmen, dass die Con- 
gruenzen stattfinden: 

(76) iV"=n(mod.m), N~.n' {moA..m'), ISn ^ B {moä. mm') . 
Für uusern Zweck haben wir nicht nöthig, genauer die Be- 
dingungen zu untersuchen, welche hierzu erforderlich sind; es 
genügt uns zu wissen, dass die Wurzeln jedenfalls in 
dem Falle vereinbar sind, wenn ni, ni' relative Prim- 
zahleu sind, denn in diestm Falle ist nach No des 
zweitrn Abschnittes eme Zahl N (mod mm) emdeutig be 
stimmbai, welche die eisten zwei der üon^iuenzbedingungeu 
(7t)) eitullt, und da fui diese Zahl die Diffeienz N^ ^ D zu 

*) Dieaci Aiadiuck soll Pine Veideutichong les von D in,h]pt 
geWiihlten Au-i Iriidvea rilices ooncoidantes eem den ii ii seinei Ab 
tandluDg de fovmaium binanarum seoundi giadue compoaittone com 
mentatio mease Majo an 1851 ad actum q^uendam aoademicitm m Udit 
Litt i g lerol Lclcliiinlun t\i csin,ssapt listril ata piiinefil it Int 
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gleich durch m und dureli m' theilbar wird, ist sie auch theil- 
bar durch mm', d. h. auch die dritte der Congruenzbedingungen 

(76) erfüllt. Die bestimmte Wurzel (N, mm'), welche 
diesen drei Congruenzbedingungen entspricht, soll 
aus den Wurzeln (n, m), {n, m') zusammengesetzt 
heissen. 

24. Wir treten nunmehr unserm Vorhaben n^hei und 
betrachten irgend zwei Classen K, K' äquivalenter eigentlich 
primitiver Formen der Determinante D. Ist a ngend eine 
der Zahlen, welche durch die Formen der Glaste K eigentlich 
darstellbar sind, b die Wurzel der Congruenz x^ ^ D (mod. a), 

zu welcher eine solche Darstellung gehört, und == c, 

so kann die Form (a, b, c) als Repräsentant der Classe K 
gewählt werden. Nach No. 4 giebt es eine zu a prime Zahl 
a', welche durch die Formen der andern Classe K' eigentlich 
darstellbar ist; heisst b' die Wurzel der Congruenz x^ ^^.D 
(mod. ß'), zu welcher die Darstellung gehört, und ■; = c, 
so kann die Form («', b', c") als Repräsentant der Classe K' 
angesehen werden. Nach der Schlussbemerkung der vorigen 
Nummer giebt es aber eine ganze Zahl B von der Beschaffen- 
heit, dass 

B = b {mod. ß), B^h' (mod. «'), B^ ^ I> (mod. aa) 
und demnach - - , = G eine gauze Zahl ist. 

Man erhält hiernach drei quadratische Formen 

(77) {a, B, aC), (a', B, aO), (aa', B, G) 
derselben Determinante I>, von welchen die erste der Forui 
(a, b, e), die zweite der Form (a, h', c') äquivalent ipt, denn 
durch die beiden erstgenannten ist die Zahl a zu derselben 
Wurzel b ^ B (mod, «) gehörig, durch die beiden letztr 
genannten die Zahl a' zur selben Cougruenzwurzel b'i^ B 
(mod. ([') gehörig darstellbar. 

Die Formen 

(a, B, a'C), {a', B, aC), 
welche demnach auch als Repräsentanten der Classen 
K, K' gewählt werden dürfen, wollen wir zusammen- 
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setähar nennen eines Umatandes wegen, der die bereits er- 
wähnte Verallgemeinerung der Formel (ß) LegrÜndet. Man 
bestätigt nämlieli mit Rücksicht auf die öleichung 

J) = B^^ aaO 
ohne weiteres die folgende Beziehung: 

(78) {ax -^By-\- yVfJ) ■ (u'x'-\- By'+ y'YD) 

= («a'x + jsr+ YYD), 

wenn darin unter X, T die Ausdrücke 

(79) X = xx'--Cyy', Y = {ax -\- BiJ)y' + {ax' -{- By')y 
verstanden werden. Da sie bestehen bleibt, wenn yD in 
— yt) verwandelt wird, ist gleicherweise 

(ax + By - yVD) ■ (a'x^ By'- y-\/T)) 

= aa'X-\-B¥— Y]/!) 

und dnrch Multiplikation dieser letzten ßleiehung mit der 

Gleichung (78) findet sieh nun das sehr bemerkenswerthe Er- 

gebnias: 

\(ax -\- Byf - Bf^ ■ [(a'^'+ ByJ - By'^ 
=^{auX-\-BYf — DY'' 
oder, vereinfacht: 
(F) («3;^ + "iBxy + a'Cy^) ■ {ax'^ + 2BxY + aCy"') 

= aaX^ + 2BXY -^ GY^, 
kürzer: 
(l<'a) («, B, aC) ■ («', B, aC) = (««', B, C). 

Die zuvor gewählten Itepräsentanten der Clasaen 
K, IC setzen sich demnach durch Multiplikation zu 
einer neuen Form derselben Determinante zusammen. 
Diese neue Form ist eigentlich primitiv, sobald es, 
wie vorausgesetzt, die Formen der Claasen K und K' auch 
sind; denn ein gemeinsamer Primtheiler von aa\ 2B, C 
müsste nothwendig ein gemeinsamer Primtheiler vou a, 2B, C 
also auch von a, 2B, a'C oder von «', 2B, C, also auch von 
a', 2B, aC sem 

Das Verdienst diese fundamentale Eigenschaft quadra- 
tischer Fornifa ibie /uRimraensetzbarkeit äu neuen quadra- 
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tischen Formen, in ihrer ganzen Allgemeinheit aufgedeckt zu 
haben, gebfthrt Gauss, welcher diesem Gegenstände, de eom- 
positione formarum, seine Disquisitiones arithmeticae von 
Art. 234 an hauptsächlich gewidmet hat. 

25. Die arithmetische Bedeutung solcher Zu- 
sammensetzung ist zuerst von Dirichlet ausgesprochen 
worden, *) 

Es bedeute nämlich m, m irgend eins der Paare 
relativer Primzahlen, von denen die erstere durch die 
Form (a, B, a'G), die zweite durch die Form {n, B, aC) 
eigentlich darstellbar ist. Dass es solcher Paare eine 
unendliche Menge giebt, folgt mit Rücksicht auf den Satz in 
No. 4 sogleich aus dem Umstände, dasa durch eine Form 
{a, b, c) unendlich viel verschiedene Zahlen darstellbar sind, 
was daraus ersichtlich wird, dass die Form 

ax^ + 2bxy + ctf'^ = — [{ax + byY — By^j , 

wenn der ganzen Zahl y ein besonderer Werth beigelegt wird, 
und die ganze Zahl x dann alle mögliehen Werthe annimmt, 
über jede Grenze hinaus wächst. Für jedes Paar solcher 
Zahlen m, m wird die Wurzel (w, m), zu der eine Dar- 
stellung von m, und die Wurzel {n , m'), zu der eine Dar- 
stellung von m' gehört, mit einander vereinbar sein; und es 
gilt nun der folgende Satz: 

Das Produkt der beiden Zahlen m, tn gestattet 
durch die zusammengesetzte Form (aa', B, G) eine 
eigentliche Darstellung, welche zu der aus den 
Wurzeln {n, m), {n', m') zusammengesetzten Wurzel 
gehört. 

1) Um diesen wichtigen Satz zu beweisen, setzen wir 
zunächst voraus, dass die Zahlen m, m' prim sind zu aa', 
wie es solche durch die gedachten beiden Formen darstellbare 
Zahlen nach No. 4 stets giebt. Sei dann 
(80) m = aa^ -j- 2Btty + a'Cy^ 

eine eigentliche Darstellung von m durch die Form (a, B, a'ü), 
und (n, m) die Wurzel, zu der sie gehört; desgleichen 

*) In der oben angeführten akademischen Gelegenheitsschvift. 
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(81) m'= a'a'^ + 2Ba''y'+ aCy'" 

eine eigentliche Darstellung von m' durch die Form {a', B, aC), 
und (m'j m') die Wurzel, zu der sie gehört; endlich sei (JV, mm') 
die aus («, m) und («', m') zusammengesetzte Wurzel, sodass 

N'^n (niod. m), N^Ein' (mod. m') 
ist, also auch 

{n, m) = {N, ni), {n, m) = (N, m') 
gesetzt worden kann. 

Dies vorausgeschickt, folgt nun aus (80) die Oougruen'/, 

(82) aa-]- By -\- Ny = (mod. ni), 

sowie die, nach No. 23 eigentliche, Darstellung von am 
durch die Hauptform: 

(83) am = {acc + Byf — Dy\ 
Desgleichen ergiebt sieh aas (81) die Oongruenz: 

(84) d'ff'H- By'-j- Ny'~ (mod. m'), 

sowie die eigentliche Darstellung von a'm' durch die 
Hauptform: 

(85) a'm'= («'«'+ By'f - Dy'\ 

Mittels der Identität (P) voriger Nummer aber ergiebt 
sich alsdann die Gleichung 

mm' = aa' ■ ^^ -\- 2B ■ AF -{- C - r\ 
wenn unter A, T die Werthe verstanden werden: 

^ _ ««'- Crr', r-(aa + lSr)r'+ («'«'+ i>r')r, 

also eine Darstellung von mm-' durch die Form 

{aa, B,C), 
von welcher man sogleich zeigen kann, dass sie eine 
eigentliche Darstellung ist. Hätten nämlich A, F und 
folglich auch aa'A -\- BF und F einen gemeinsamen Theiler, so 
müsste dieser nach No. 23 auch gemeinsamer Theiler sein von 
am, a'm', während doch diese Zahlen den gemachten Voraus- 
setzungen nach keinen gemeinsamen Theiler haben. 

Diese Darstellung gehört aber auch zur Wurzel (JV, mm,'); 
denn aus den Congrueuzen (82) und (84) folgt 

{na 4- By + Ny) (w'k'+ Bj.'+ Ny') = (mod. m'm) 
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also, uiit Rücksicht auf die Cougruenz 

j\'^ = ü (raod. mm') 
auch diese andere: 

[(«« + By) («'«'+ ßy') + nyy'\ 

+ JV[(««+ 'By)y'+{aa + By')Y\ 
(1. i. 

aa'^ -\- Br-i- Nrr-0 (mod.mm'), 
eine Congruenz, -welelie, da F relativ prim sein muss zum 
Modulus, weil dieser es ist zu aa, früheren Sätzen (No. 5) 
zufolge die Darstellung als zur Wurzel {N, mm') gehörig 
erweist. 

2) Die Beschränkung, welche den Zahlen ni, m' bisher 
auferlegt war, gegen aa prim zu sein, lässt sich leicht 
folgen de rmassen heben. Im Falle sie es nämlich nicht sind, 
wähle man, was nach No. 4 möglich ist, unter den durch die 
Form (a, B, a'G) eigentlich darstellbaren Zahlen eine Zahl 
%, weiche nicht nur au aa', sondern auch zu mm' prim ist, 
und sodann unter den durch die Form («', B, aC) eigentlich 
darstellbaren Zahlen eine Zahl ai, welche ausser zu den Zahlen 
aa' und mm' auch noch zu «^ relativ prim ist. Die Wurzeln 
(&i, «i) und (JJ, ai), au welchen die gedachten Darstellungei] 
von a^, «1 gehören, sind vereinbar, und die aus ihnen zu- 
sammengesetzte Wurzel {B^, a^^a'i) so beschaffen, dass 

B^ -z±£ &j (mod. (tj), Bi ^^ bi (mod. a[) 
ist. Dem bereits Bewiesenen zufolge ist nun das Produkt aju'i 
durch die Form (aa', B, C) zur Wurzel B^ gehörig eigent- 
lich darstellbar. Andererseits sind die Fonnen 

(86) (o,, B„ «iC;), {«;, B„ «iCj), 
in welchen 

B\-n 

ist, resp. den Formen 

(87) (ß, B, a'G), {a, B, aC) 

äquivalent, denn durch die erste von diesen ist a^ zur Wurzel 
Bi B^ &! (mod. aj, durch die zweite ist aj zur Wurzel Bi ?^~ hi 
(mod. ßj') gehörig darstellbar; und aus jenen beiden Formen 
ist die Form 
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{«1«!, i>'i, cy 

zusammengesetzt, Gelit man daher, statt von den Formen (87), 
von den Formen (86) aus, so muss nach dem zuvor Be- 
wiesenen das Produkt mm' durch diese letzte Form zur Würzet 
(_N, mm') gehörig darstellbar sein, dann aber auch so durch 
die Form (aß', B, 0), welche ihr äquivalent ist, weil durch 
beide Formen die Zahl aia'i zur Wurzel B^ gehörig dargestellt 
werden kann. 

26, Nunmehr aber kann dem Dirichlet'sehen Satze ein 
anderer Ausdruck gegeben werden, der ihn zum Ausgangs- 
punkte einer gunz neuen Reihe von Betrachtungen macht. 
Setzt man 

so sind die Formen 

(88) {m, N, m'L), (m', N, ml), (mm', N, L) 

den Formen 

ia, B, a'(J), («', B, aC), (««, B, C) 
resp, äquivalent, weil durch die drei ersten die Zahlen m, m', 
mm' resp. ebensowohl wie durch die drei letzten zur Wurzel 
JV gehörig dargestellt werden können. Andererseits ist die 
dritte der Formen (88) aus den beiden ersten zusammen- 
gesetzt. Demnach lehrt der Dirichlet'sche Satz zugleich 
diesen andern: 

Wie auch aua den Classen K und K' (die auch 
identisch sein dürfen) zwei zusammensetzbare Formen 
ausgewählt werden mögen, die daraus zusammen- 
gesetzte Form gehört allemal zu einer und derselben 
dritten Olasse von Formen, welche also, unabhängig 
von der individuellen Wahl jener beiden Formen, nur 
durch die Classen bestimmt ist, denen sie angehören. 

Man nennt die dritte Classe deshalb ans den 
Classen K und K' zusammengesetzt oder, indem man 
diese Zusammensetzung, der Formel (F) oder (Fa) ent- 
sprechend, als eine Multiplikation*) auffasst, das Pro- 
dukt aus den Classen K und K', in Zeichen: 
K-K'. 

*) Gauss hat es vorgezogen, sie als eine Addition za fassen. 
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Sind Kl, Ki iliejeiiigen Classen, welche den Classeii K, K' 
entgegengesetzt sind, so dürfen die Formen 

(ß, — B, a'C), {a, - S, aO) 
zu ihren Repräsentanten gewählt werden. Da aber durch Zu- 
sammensetzung der letztem die Poem 
{aa', —B,C) 
erhalten wird, welche der Form (aa'j B, (J) entgegeugeüetzt 
ist, so findet sich das Resultat: Das Produkt zweier 
Classen, welche zweien anderen entgegengesetzt sind, 
ist selbst dem Produkte der letzteren entgegengesetzt. 
Die Classen K, K' werden ambige Classen sein, wenn 
K^ = K, ^1 = K' ist und umgekehrt. Dann ist aber 

KiKi'^KK', 
d. h. die beiden Produkte, welche, dem soeben Bemerkten zu- 
folge, entgegengesetzte Classen repräsentiren, stellen ein und 
dieselbe Classe dar, und daraus folgt der Satz: Das Produkt 
zweier ambigen Classen ist wieder eine ambige Classe. 
Da die beiden Formen, durch deren Zusammensetzung die 
neue Form entspringt, bei dieser Zusammensetzung vollkommen 
gleiche Rolle spielen, ao ist offenbar die Ordnung der Fak- 
toren bei solcher Multiplikation von Formenclassen gleich 
giltig, d. h. solche Multiplikation ist commutativ: 
KK'=^ ICK. 
Sie theilt aber mit der gewöhnlichen Multiplika- 
tion auch die aasociative Eigenschaft, nach welcher 

{KK')-K"=K-{K'K") 
ist. Um dies auf das einfachste einzusehen, wähle man, ivas 
nach No. 4 möglich ist, als Repräsentanten der drei Classen 
die Formen 

(«, 6, c), (a, h', c), («", h", c"), 
deren erste Coefficienten a, «', a" zu je zweien relativ prim 
sind. Dann lässfc sich eine (mod. aa'a") unzweideutig be- 
stimmte Zahl B so wählen, dass 

B^b (mod. a), B = b' (mod. «'). -^ ^= V' (mod. a") 
B^^ D (mod, aa'a") 
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ist, und die Foriiieu 

(a, B, a'a'G), (a, B, a'aC), {a" , B, aaC), 
in denen 

ist, sind jenen drei ReprUaentanten resp. äquivalent. Aus 
ihnen findet man durch Zusammensetzung 

(a, B, aa"C)-(a', B, a"aC) = {aa, B, a'C) 
ala Repräsentanten der Classe KK' und 

{aa, B, a"C) ■ (a", B, aa'C) = {aa'a", B, C) 
als Repräsentanten der Classe {KK') ■ K". Desgleichen 

ia', B, a'aC) ■ (a", B, aa'C) = {aa', B, aO) 
als Repräsentanten der Classe K'K" und 

(rt, B, a'a"G) ■ (a'a", B, aC) = {aa'a", B, C) 
als Repräsentanten der Classe K ■ {K'K"), der, weil er mit 
demjenigen der Classe {KK') ■ K" übereinstimmt, ihre Iden- 
tität mit jener erweist. 

Man kann hinzufügen, daas die Mnltiplikation 
der Pormenclassen auch einpaarig ist. Wir zeigen, um 
dies nachzuweisen, zunächst, dass die Hauptclasse bei der 
Zusammensetzung der Classen die Rolle der Einheit spielt, 
d. h. dass jede Classe mit der Hauptclasse zusammen- 
gesetzt sieh wieder herstellt. Ist nämlich {a, ö, c) der 
Repräsentant jener Classe, so kann man schreiben: 
3!^ — T)y^ = x'^ + 2hx'y'-\- aey'^, 

x'=x — bij, «/'= y 
gesetzt wird, c). h. die Form (1, h, ac) geht durch die Sub- 

stitution I I in die Hauptform über und ist ihr also 

äquivalent. Diese Form ist aber zusammensetzbar mit der 
gegebenen Form (ö, l>, c) und giebt nach der Formel (F): 

(1, 6, ac)-{a, h, c) = {a, l, c), 
d. i. als zusammengesetzte Form die Form («, ö, c) selbst, 
womit die Behauptung erwiesen ist. Bezeichnet man die 
Hauptclasse mit H, so gilt also allgemein die Formel 
(89) MK=KB = K. 
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Zweitens ist Isiclit oinziisekeii, dass durch die 
Ziisiiiiimeiisötzuiig aweier eutgegengeststKter Chisseii 
K und 7fj die Hauptclasse entsteht. Seieu 
(a, 1), c) und (a, — 5, c) 

die Repräsentanten der beiden Classen und a' eine dLireh die 
zweite Form eigentlich darstellbare 7.11 a relativ prime Zahl, 
h' die Wurzel der Congruenz x^^D (mod. «'), zu welcher 
diese Darstellung gehört. Man kann eine Zahl S den Be- 
dingungen 

ß^h (mod. a), B^i^h' (mod. a'), B'^ -.= I) (uiud. aa') 
gemäss bestimmen; und wenn dann 
i" — -D ,< 

gesetzt wird, so dürfen auch die beiden folgenden zusumincu- 
setzbaren Formen 

(ß, B, a'C), (a, B, aü) 
au llöpräsentanten der Klassen K, K^ gewählt werdon. Ihre 
Zusammensetzung liefert die Form 

{aa, B, C). 

Andererseits kann a, weil es durch die Form (a, — b, c) 
zur Wurzel h' gehörig dargestellt wird, durch die entgegen- 
gesetzte Form (a, h, c) zur entgegengesetzten Wurzel — h' 
gehörig dargestellt werden, und daraus folgt nach No. 23, 1), 
dass das Produkt aa' durch die Hauptforni zu einer Wurzel 
N gehörig dargestellt werden kann, f(lr welche die Con- 
gruenzon stattfinden: 

Ne=. — b (mod. a), N^- — b' (mod. a) 
und welche demnach mit der Wurzel — B (mod. na') iden- 
tisch ist; weil die Hauptform aber ambige ist, gestattet somit 
aa' auch eine zur Wurzel + B gehörige Darstellung durch 
die Hauptform, gerade wie durch die Form (aa', B, C), deren 
Aequivalenz mit der Hauptfonn dadurch erwiesen ist. Es ist 
mit andern Worten 

KK, = K,K= H. 
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, lUiiH habe die Gleichlieit 

KK'= KK", 
zunächst auch 

K.K ■ K' = K,K ■ K" , 



H-K'^H-K" 
und null mittels der Formel (89) 

was die Multiplikation der Formöiiclassen als ein- 
paarig erweist. 

27. Indem wir das Wesentlichste der in voriger Nummer 
abgeleiteten Satze zusammenfassen, dürfen wir sagen: Die 
aäiumtlichen Classen äquivalenter eigentlich primi- 
tiver Formen einer gegebenen Determinante bilden 
in dem früher gekennzeichneten Sinne eine Gruppe; 
denn je zwei beliebige dieser Classen, gleichviel, ob man ver- 
schiedene wählt oder nicht, können durch zv/ei zusammen- 
setzbare Formen repräsentirt werden, deren Zusammensetzung 
wieder eine jener Classen bestimmt, oder kürzer: Das Produkt 
einer jener Classen mit einer von ihnen ist wieder eine von 
ihnen. Zudem sind aber für diese Multiplikation von Formen- 
classen diejenigen drei Eigenschaften nachgewiesen worden, 
welche bei der Herleitung des in No. 16 des zweiten Ab- 
schnitts ausgesprochenen allgemeinen Gruppensatzes voraus- 
gesetzt werden mussten: die Einpaarigkeit, die Assoeiativität 
und die Commutativität. Wir sind demnach jetzt in der Lage, 
von diesem allgemeinen Grupponsatze eine neue und höchst 
bedeutsame Anwendung zu machen auf die Gruppe der sämmt- 
liehen Formenelassen einer gegebenen Determinante; und so 
erhalten wir nachstehenden wichtigen Hauptsatz*): 

Jede Formenciasee K einer gegebenen Deter- 
minante gehört zu einem gewissen Exponenten n, d. h. 
in der Reibe der durch wiederholte Zusammensetzung 
von K mit sich selbst entstehenden Classen 

*) Diesei' Satz, angedeutet bereite von Gauss in Diaqu. Arithm. 
306, IX, wurde zuerst bewiesen von E. Schering in der Abh.; Die 
Fundamenfalclassen (1er anaammensetzbaren arithnictischen Formen, 
U. Bd, der Abhh. der K. Ges. d. Wisa. zu Göttingen, 1869. 
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K, K\ K\ . . . 
giebt es eine kleinste Potenz K"', welche mit iler 
Hauptclasse identisch ist; und es giebt gewisse Fim- 
damentalclassen 

c\, g;, c;, . . , a, 

welclie zu den Exponenten %, in.^, m^, . . . m^ resp. ge- 
liöreu, von der Beschaffenheit, dass alle Foi'meii- 
classen und jede einmal durch das Produkt 
(90) 0';^ ■ C^" ■ Cg" ■ ■ ■ C^- 

gegeben werden, wenn darin die Exponenten die 
Werthe 

/i, = 0, 1, 2, . .. m, 

/i^ = 0, 1, 2, ... VLj 

k, =0, 1, 2/... m, ■ 



K = 0, 1, 2, .. , m^ 

durchlaufen, wobei allgemein unter C? die Haupt- 
claaae H zu verstehen ist. Von den Exponenten 
3«!, %, Mg, ... JMoi ist jeder ein Theiler des vorher- 
gehenden, und ihr Produkt ist gleich der Anzahl k 
der siimmtlichen Classen: 

(91) h ^= m^ • m^ ■«%■•■ m^- 

Von den zahlreichen Folgerungen, welche aus diesem 
Satze zu gewinnen sind, heben wir nur eine einzige hervor, 
von welcher wir noch Gebrauch zu machen haben. 

Sei K eine ambige Classe, so wird auch für sie eine 
Gleichung bestehen von der Form; 

(92) K=Cl'-C^''-C^'--- CS, 

in welcher die Exponenten bestimmte Werthe aus den oben 
angegebenen Zahlenreihen bedeuten. Da nun, wie gezeigt, 
eine Classe mit ihrer entgegengesetzten Classe zusammen- 
gesetzt stets die Hauptclassc erzeugt, eine ambige Classe aber 
sich selbst entgegengesetzt ist, so wird eine ambige Classe 
mit sich selbst zusammengesetzt die Hauptclassc or/eugen: 
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d. h. 

Cl'"-Cl'"-Cl"' ■■■Cl'''" = H 

sein; beKeichuen r^, r^, r^, ... r„ die kleinsten jiositiveu 
lleste, welche hier die Exponenten nach den Moduln 
ffij, OTj, m^, . . . «ici resp. lassen, so lässt sich die Formel 
einfacher aiieli so schreiben: 

Nun ist aber auch 

6' " - Cl -Cl--- C " = 11 

und jede Classe ist nur einmal iu der allgemtiuen ioimi,! 
(90) enthalten; demaach müssen die Reste i & immtlich Null, 
d. h. 2A,, 2\, 2\, .. . 2Äq, durch m^, m^, m^ m„ lesp 

theilbar sein. Ist mi ungerade, so ist 2Ä{ nicht andeis theil 
bar dnrch mi, als wenn Ä; = ist; für ein geiade? m kann 

lii ausser diesem Werfche auch noch den Weith Ä, = y haben 
Die Formel (92) liefert also sänimtlicbe ambige Classen, in- 
dem man für die Exponenten ft; je diesen einen, resp. diese 
zwei zulässigen Werthe wählt. Sind demnach ^ von den 
Exponenten ff*j, %, %, . . . /«oj der Fundamentalclassen 
gerade, — und zwar müssen dies dann die ersten jt sein, 
da ja jeder der Exponenten ein Vielfaches des folgenden ist — , 
so wird die Anzahl der ambigen Ciassen gleich 2" 
sein, 

Ist % und deshalb auch alle übrigen Exponenten 
und folglich auch die Classenanzahl ]i ungerade, so 
igt (t = 0, also nur eine anibige Classe vorhanden, 
und umgekehrt. 

Die ümkehrung ergiebt sich übrigens sehr ein- 
fach auch folgendermassen. Ist für eine gegebene Deter- 
minante nur eine einzige ambige Classe vorhanden, so ist dies 
die Hauptclasse, welche stets anibige ist; zu jeder andern 
Classe K, als deren Repräsentant (a, h, c) gelte, giebt es 
dann eine von ihr und von der Hauptclasse verschiedene 
ihr entgegengesetzte Classe K^ mit dem Repräsentanten 
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(«, — b, c)\ oioü ütwti noch vorhandene Cltisse K' zieht wieder 
eine von ihr verschiedene entgegengesetzte OJasse K{ nach 
sieh, welche weder die Hanptclasse H sein kann, da sonst 
auch K' und H übereinstimmten, noch auch eine der Olassen 
K, K^, da sonst K' mit der andern dieser beiden Classen 
übereinstimmen müsste; u. s. w. Die ausser der Hauptclasse 
etwa noch vorhandenen Classen sind also immer paarweise 
vorhanden, und folglich ist die Anzahl sämmtlicher Classen 
eine ungerade. 

28. Mit diesen Hauptsätzen über die Zusammensetzung 
quadratischer Formen dürften wir, unseres Erachtens, an die 
Grenze desjenigen Gebietes der Zableutheorie geführt worden 
sein, welches füglich wohl als das elementare Gebiet der- 
selben noch bezeichnet werden kann. Zwar Hesse sieh ohne 
grössere Schwierigkeit und ohne Aufwand fremdartiger Hilfs- 
mittel die von Gauss angegebene Vertheilang der Classen 
äquivalenter Formen in sogenannte Geschlechter entwickeln, 
eine Theorie, bei welcher die Lehre von der Zusammensetzung 
der Formen ihre schönsten Anwendungen ßndet. Der Haupt- 
satz dieser Theorie, durch welchen der Nachweis geführt 
wird, dass die möglicherweise vorhandenen Geschlechter 
auch wirklich vorhanden sind, durch welchen diese ganze 
Theorie eigentlich erst ihr Ziel erreicht, kann jedoch nicht 
erwiesen werden, ohne entweder, wie es Dirichlet gethan 
hat, die höhere Analysis, oder einen Satz über Zusammen- 
setzung von Formen zu Hilfe zu nehmen, der zwar zu den 
ausgezeichnetsten Entdeckungen von Gauss gehört, aber seine 
natürliche Begründung nur in einem höheren Gebiete der 
Zahlentheorie, der Lehre von den ternären quadratischen 
Formen, findet, den Satz: dass jede Classe des sogenannten 
Hauptgesehlechtes durch Duplikation, d. i. durch Zu- 
sammensetzung einer gewissen Classe mit sich selber 
entsteht. Im Grunde kommt dieser Satz auf einen anderen 
zurück, durch welchen über die Auflösbarkeit der Gleichung 

(93) nx^' + hy'' + C0'^^O 

1 Zahlen x, y, s entschieden wird, eine Frage, welche 
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scholl vot Giiuss namentlich von Lagrange*) bearbeitet 
worden ist und ihre natürliche Losung der eben genannten 
Lehre entnimmt Aus diesen Erwägungen halten wir ef für 
angemessen, den ge>-ammten Ali&cliuitt dei Lehre von den 
binären quadratischen Formen, w Iclier sich auf ilue Ge 
schlechter bezieht, als eine wichtige Anwendung derjenigen 
der ternären quadi atiachen loimen einzuverleiben und in 
diesem, den Elementen dei Zahlcntheone gewidmeten Weikr 
gänzlich davon dbzu sehen 

Wir müssen uns deshalb aber auch veiaagen, den /weiten 
Gaussischen Beweis des Ueciproeitat'igesetzes hier mitzu 
theilen, weil diesei dur(,hius auf dei Vertheilung dei lormen 
classeu in Geschltchtei beruht und bie zu Hilfe nehmen mubs 
Gelegentlicli der Besprechung der verschiedenen Beweise jenes 
Gesetzes haben wir abei von einer ganzen Kategorie von Be 
weisen gesprochen, welche duich den zweiten Giussischen 
charatterisirt amd, indem sie, wie auch er, dje Lehie von den 
quadratischen Formen zur Grundlage haben Dei eine diesei 
Beweise, derjenige von Legendre, der irrthümlich von ihm 
selbst als der erste strenge Beweis des Gesetzes angesehen 
worden ist, nimmt, abgesehen von der Annahme gewisser 
Primzahlen von vorgeschriebenen Eigenschaften, deren wirk- 
liches Vorhandensein, wie früher bemerkt, erst von Dirichlet 
nachgewiesen worden ist, einige Resultate, ■ zu denen die Feil- 
sche Gleichung führt, ausserdem aber die Bedingungen für die 
Auflösbarkeit genau derselben Gleichung (93) zu Hilfe, auf 
welche der Beweis des Gausaischen Satzes zurückkommt. 
Von den beiden Beweisen, welche Kummer gegeben hat, 
achliesst sich der erste dem Legendre'schen durchaus darin 
an, dass er daa Vorhandensein jener Primzahlen voraussetzt, 
unterscheidet sich aber von ihm wesentlich dadurch, dass er 
die Betrachtung der letztgenannten Gleichung vermeidet und 
anssehliesslich mit der Pell'schen Gleichung allein operirt, 

*) S. Buler's ^lömene d'Algöbre, Additions g Y: x&olntion de 
l'öquatioii 

Ap' + Bq' = s" 
das, jiag. 642. Vgl. Legendre in essai eur la thöorio des noinbces 
1. pai-tie §g 3 11. A: 
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Während wir daher auch diese Beweise; als nicht zu den 
Elementen gehörig, hier von der weitereu Betrachtung aus- 
schlieasen müssen, ist os uns möglich, den andern Kummer- 
sehen Beweis zum Abschlüsse unseres Werkes noch mitzu- 
tlieilen, da er dadurch sich auszeichnet, dass er ausser der 
Pell'schen Gleichung keine anderen Sätze voraussetzt, als 
uns die Zusammensetzung quadratischer Formen bereits ge- 
lehrt hat. 

29. Bedeuten p, p' zwei verschiedene Primzahlen von 
der Form An -\- 3, ebenso §, g' zwei verschiedene Primzahlen 
von der Form An -{- 1, so lässt sich der Inhalt des Le- 



ge: 



1 d r e ' sehen Reeiprocitätsgesetz* 
iptungen zerlegen: 

We,m (f,)- + l, 



(94) 



um den 
bringen, 



2. 



© = 



= 



- 1, 



i in die folgenden acht Be- 



(?.)- + 
CB- + 



beweis dieser verschiedenen Behauptungen ku er- 



chicken wir zuerst eine einfache Bemerkung über 
die Pell'sche Gleichung voraus. Bedeuten T, U für eine 
gegebene Determinante D wieder ihre F un d amental auf lös ung, 
für welche bekanntlich U und damit auch T von allen Auf- 
lösungen den kleinsten Werth bat, so kann die Gleichung 

yä — D t/2 = 1 
folgendermassen geschrieben werden; 

(r+l)-(T— l) = It- ü\ 
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So oft nun 1) von der Form 4w + 1- i^*-; muss nothwendiger- 
weise U gerade, T ungerade sein, weil andernfalls, nUmlich 
wenn T gerade und U ungerade wäre, die Gleiehuag als Con~ 
gruenz (mod. 4) aufgefasst daa unmögliche Resultat 

— 1 = + 1 (mod. 4) 
ergäbe. Setzt man hiernach U = 2 Z7', so erhillt man 

(95) ''-+_'. ^_~_i_i).r/", 

WO die Faktoren links, weil ihre Differenz gleich der Einheit 
ist, nothweudiger weise relative Primzahlen sind. 

Wir betrachten nun nur zwei besondere Fälle, deren wir 
für die Folge bedürfen. 

ist zuerst D = + g, g eine Primzahl von der Form 
4w + 1, so nimmt die Gleichung (95) die Gestalt an: 

'■±1.1--^ = ,.„■' 

und bedingt, wenn man eine Zerlegung von W in zwei 
relative Primfaktoren allgemein mit 

bezeichnet, eine der beiden Folgerungen: 
entweder 

also 

(96) l = V'-~qW% 
oder 

also 

(97) l = gV^ - WK 

Da jedoch T'F<; ü'<iU ist, würde die Formel (96) der 
Annahme widersprechen, dass die Zahlen T, V die Funda- 
mentalauflöaung der Pell'schen Gleichung 

bedeuten; demnach muss die Formel (97) gelton, und man er- 
hält den öatz: 
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l"ür jede Primzahl q von der Korm An + ' ist die 
Gleiehiing 

W-' — qV^-^ — l 
\n ganzen Zahlen Y, W auflösbar, oder, was dasselbe 
sagt, die Zahl -—1 durch die Form (1, 0, — q), selbat- 
TFerständlich zur Wurzel gehörig, eigentlich dar- 
stellbar. 

Sei zweitens J) ^pp', wo p, p' zwei verschiedene Prim- 
zahlen von der Form 4w -{- 3 bezeichnen. Die Gleichung (95) 
nimmt dann die Form an: 

T + 1 T-- 1 . „,„ 

-J - 3 =W ■ 7^ 

lind liisst nur Raum für die folgenden vier Zerlegungen: 
entweder 

-~= y\ ""7 ^ ^pp'W 

l = y^—pp'W^, 
ein Fall, der sofort au szusch Hessen ist, weil er gegen die An- 
nahme verstiJsst, dass T, U die Fundamontalanflösnng der 
Peirscheii Gleichung 

T^'-pp'IP ^ 1 
bedeuten ; 
oder 

also 

1 =pp'V^^ W'; 

auch dieser Fall ist uDzuläasig, denn die Gleichung liefert, als 
Congrueiiz a. B, nach dem Modulus p aufgefasst, das Resultat, 
dass — 1 (juadratiseher Rest einer Primzahl von der Form 
4k + 3 wäre, während das Gegentheil, wie wir wissen, der 
Fall ist; 



ode 



T+l 



also 

(98) 1 ^pV- -p'W^; 



ode 



T-\-\ 
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also 

(99) \^pV^~pW\ 

Eine der beiden Formeln (98), (99) findet also mit Noth- 
wendigliöit statt. Wenn nun (-^J = + 1 ist, muss die erste 
von ihnen stattfinden, sonst fände sieh aus der zweiten 

— 1 ^EEpW^ (raod.ß') 
also wieder — 1 alfe quadratischer Rest von p'; aus der ersten 
folgt aber dann 



©- 



Demnach: 

Wenn {^]) = + 1, so ist (|') = — 1. 

Auf solche Weise ist mit Hilfe der Pell'schen 
Gleichung der erste der acht Fälle (94), welche das 
Eeeiprocitätsgesetz umsehliesst, bereits erledigt. 

Eine zweite Vorbemerkung betrifft die Anzahl 
der ambigen Formeuclassen für eine gegebene Deter- 
minante D. 

Da, wie in No. 22 gezeigt worden ist, in jeder arabigen 
Classe sich auch eine ambige Form findet, andererseits 
aber die ambigen Formen nur in ambigen Classeu enthalten 
sein können, werden wir alle ambigen Classen repräsentiren, 
wenn wir sämmtliche nicSit äquivalente ambige Formen auf- 
stellen. Nun war (a, h, c) eine ambige Form, sobald 26^0 
(mod. «) ist, und nach der Gleichung 

2i3 — 2ac = 2Z» 
muss dalier der erste Coefficient a nothwendig in 2D auf- 
gehn. Da aber die Form (a, B, G) der Form (a, b, c) äqui- 
valent ist, so oft bei gleicher Determinante j5 if^ 6 (mod. a) 
ist, brauchen wir von vornherein nur solche ambige Formen 
der gegebenen Determinante zu betrachten, bei welchen & < ra 
also entweder Ö = oder ft = + x ist. 

Nach diesen allgemein geltenden Bemerkungen beschränken 
wir uns nun für unsem Zweck auf zwei einfache Fälle. 

Bnolimaun, nie Elemente iler Zalileutlisonc. 17 
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Erstens sei I) = —p, p eine Primzahl von der Form 
4*1 -j- 3; wir betrachten dann, wie immer bei negativen Deter- 
minanten, nur positive Formen dieser Determinante. Hier 
kann nun a als Theiler von 21) nur folgende Werthe haben: 

entweder » ^ 1; diesem Falle entspricht Zi = 0, also die 
quadratische Form (1, 0, p)\ 

oder a = 2; da Z) = — j) ungerade, ist der Werth & = 
auszusehlieasen; für h -■= -j- 1 erhielte man die quadratische 
Form 

(^- ± 1. <')> 
in welcher 1 — 2c = — ^, d. h. c ==** "^ = 2« + 2 also 
gerade wäre; dieselbe wäre also keine eigentlich primitive 
Form, auf welche wir unsere Betrachtung stets beschränkt 
haben und auch jetzt beschriinken; 

oder a^f\ die ambige Form wäre dann 
(p, !>, c) 
und es miissto & = sein, da nicht 6 = + g" ^^^^ kann; man 
fände also die Form 

welche nach No. 13 der Form (1, 0, p) äquivalent ist; 

oder endlich a=%$\ der Werth 6 = wäre wieder 
auszusehlieasen, und der Werth & = + jj gäbe eine nicht 
eigentlich primitive Form. In diesem ersten Falle gicbt 
es also uur eine einzige ambige Classe. 

Sei zweitens D = -[- g, ^ eine Primzahl von der Form 
4)i + 1. In diesem Falle kann a als Theiler von 2i', da hier 
auch negative Werthe zulässig sind, die folgenden Werthe 
haben : 

entweder a = 1; also & = 0; das giebt die Form 
(1, 0,-5); 

oder a=^ — 1, & = 0, also die Form 
(- 1, 0, 5); 

oder « = + 2; man hätte für 6 nur die Werthe oder 
+ 1, die jedoch auszuschljessen sind, denn 

(+ 2, 0, c) gäbe 2 = + 2c 
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(+2, ±1, c) gäbo c = + ^-2 ■■ 

also gerade, und wäre demnacli keine eigentlich primitive 
Form; 

oder fl = 1/; in der Form (5, h, c) müaste t = sein, 
da es nicht + -| sein kann, was die Form ergiebt 
(5, 0, - 1); 
oder a = — g; in diesem Falle entsteht die Form 
(- ?, 0, 1); 

oder « = + '^2! ^^^ Werth t = wäre wieder ausau- 
schliessen, und der Werth 6 = + 2 gäbe keine eigentlich 
jirimitivo Form. 

Nun ist aber einerseits nach No. 13 

(— q, 0, 1) äquiv. (1, 0, _ 5) 
(q, 0, — 1) äquiv. (—1, 0, 5); 
LiJ-iderorseits ist 

(—1, 0, q) iujuiv. (l, 0, — q) , 

weil nach der ersten Vorbemerkung die Zahl — 1 durcJi 
letztere Form ebensowohl wie durch ersterö zur Wurzel 
gehörig dargestellt werden kann. Also ist auch in dem 
jetzigen zweiten besonderen Falle nur eine einzige 
ambige Olasse vorhanden. 

Dem Satze zufolge, mit welchem wir No. 27 beschlossen 
haben, ist also die Anzahl der Classen nicht äqui- 
valenter eigentlich primitiver Formen für die beiden 
soeben betrachteten Primzahl-Determinanten 
D = — j, D = + 5 

(j, = lfl + 3) (_q=^i„+lj 

eine ungerade Zahl. 

30. Nachdem wir dies festgestellt haben, läast sich der 
Kummer'sche Beweis des Reciproeitätsgesetzes sehr 
einfach darstelkn. 
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wegen der folgenden zwei Gleiehuiigen auch in 

ß'( + (ö«'+ö]'')M = a 

aufgehü, was nicht sein kann. 

Zu S. 215. 

Die Form q> wird nicht immer eigentlich primitiv sein. 
Jedoch gelten die bewiesenen und hier benutzten Aequivalenz- 
sätze auch für nicht eigentlich primitive Formen, da bei den 
Betrachtungen der No. 5, aus denen allein sie herfliessen, von 
der Voraus Setzung, dass (a, b, c) eine eigentlich primitive 
Form sei, noch nicht Gebrauch gemacht wird. 

Da es sich übrigens nur um den Nachweis handelt, dass 
in jeder Classe solcher Formen sieh eine reducirte Form 
findet, dürfen wir (nach No. 4} den Repräsentanten (a, h, c) 
dieser Classe so gewählt voraussetzen, dass a zu 2T) relative 
Primzahl ist; dann ist die Form 

qr, = (aa; + hi/Y + fl/ 
gleichfalls eigentlich primitiv, da alsdann die Zahlen 

a% 2ah, b'' -{- 1) = 2n + ac 
keinen gemeinsamen Theiler besitzen. 

Zu ö. 2Ö1. 

Dass K umgekehrt eine ambige Clasae ist, sobald 
K- K'= II ist, folgt sogleich, wenn man mit ihrer 
gesetzten Classe K^ multiplicirfc; denn 

ist dasselbe wie 



Berichtigungen. 
Seite 14 Zeile li v. o. lies: Hacli (9) ergiebt sich itann 
„ 39 „ 21 V. 0, liea w stutt m. 
„ Ui „ 6 V, o. lies: «'«■ statt a'«. 
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